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A Calculus of Communicating Systems, CCS

Proces Sender
Sender = in.send.Nil

in.send.Nil % send.Nil *%¢ Nif

Proces Receiver
Receiver = send.out.Nil
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A Calculus of Communicating Systems, CCS

Proces Sender
Sender = in.send.Nil

in.send.Nil % send.Nil *%¢ Nif

Proces Receiver
Receiver = send.out.Nil

Proces Protokol
Protokol = (Sender|Receiver) \ {send}

Protokol % 7%%
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CCS

Proces Sender
Sender’ = in.(send.Nil + 7.Nil)

Proces Receiver
Receiver = send.out.Nil

Proces Protokol
Protokol” = (Sender’|Receiver) \ {send}
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CCS

PoZzadované spravanie protokolu (Specifikacia) - urobit akciu in,
potom nejakd vndtornd akciu (7) a potom akciu out.
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CCS

PoZzadované spravanie protokolu (Specifikacia) - urobit akciu in,
potom nejakd vndtornd akciu (7) a potom akciu out.

ProtokolSpecifikacia = in.T.out.Nil
Ktory z procesov Protokol a Protokol’ vyhovuje Specifikacii?

Formalnejsie: ktory z procresov Protokol a Protokol’ sa sprava
rovnako ako ProtokolSpecifikacia?
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CCS

PoZzadované spravanie protokolu (Specifikacia) - urobit akciu in,
potom nejakd vndtornd akciu (7) a potom akciu out.

ProtokolSpecifikacia = in.T.out.Nil
Ktory z procesov Protokol a Protokol’ vyhovuje Specifikacii?

Formalnejsie: ktory z procresov Protokol a Protokol’ sa sprava
rovnako ako ProtokolSpecifikacia?

Pre obidva plati:

in ou

Protokol 552%

~+

in out

Protokol” 552
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CCS

PoZzadované spravanie protokolu (Specifikacia) - urobit akciu in,
potom nejakd vndtornd akciu (7) a potom akciu out.

ProtokolSpecifikacia = in.T.out.Nil
Ktory z procesov Protokol a Protokol’ vyhovuje Specifikacii?

Formalnejsie: ktory z procresov Protokol a Protokol’ sa sprava
rovnako ako ProtokolSpecifikacia?

Pre obidva plati:

in ou

Protokol 552%

~+

Protokol’ 3524
Znamena to, Ze obidva sa spravaji rovnako ako
ProtokolSpecifikacia?
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Bisimulacia

Dva procesy sa spravajd rovnako, ak to, ¢o vie urobit jeden vie
urobit aj druhy a vysledné procesy sa opat spravaji rovnako.
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Bisimulacia

Dva procesy sa spravajd rovnako, ak to, ¢o vie urobit jeden vie
urobit aj druhy a vysledné procesy sa opat spravaji rovnako.

Definition

Binarna relacia S C CCS x CCS je (silnd) bisimulacia, ak

(P, Q) € S implikuje

1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, ze Q > @ a plati (P, @) € S
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati (P, Q) € S
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Bisimulacia

Dva procesy sa spravajd rovnako, ak to, ¢o vie urobit jeden vie
urobit aj druhy a vysledné procesy sa opat spravaji rovnako.

Definition

Binarna relacia S C CCS x CCS je (silnd) bisimulacia, ak

(P, Q) € S implikuje

1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, ze Q > @ a plati (P, @) € S
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati (P, Q) € S

Definition

Procesy P a @ sd silne bisimularne (P ~ Q) ak (P, Q) € S pre
nejakd silnd bisimulaciu S.

Ekvivalentna formulacia:

~=J{5|S je silnd bisimulacia }
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Bisimulacia

P~ Q iffVx € Act
1) ak P %5 P’ tak existuje @ také, 2e @ > Q' a plati P' ~ @'
2) ak Q > Q' tak existuje P’ také, Ze P = P’ a plati P' ~ Q'
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CCS

Sender = in.send.Nil
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CCS

Sender = in.send.Nil
Sender’ = in.(send.Nil + T.Nil)
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CCS
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Sender’ = in.(send.Nil + T.Nil)
Receiver = send.out.Nil
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CCS

Sender = in.send.Nil

Sender’ = in.(send.Nil + T.Nil)
Receiver = send.out.Nil

Protokol = (Sender|Receiver) \ {send}
Protokol’ = (Sender’|Receiver) \ {send}
ProtokolSpecifikacia = in.7.out.Nil
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CCS

Sender = in.send.Nil

Sender’ = in.(send.Nil + T.Nil)
Receiver = send.out.Nil

Protokol = (Sender|Receiver) \ {send}
Protokol’ = (Sender’|Receiver) \ {send}
ProtokolSpecifikacia = in.7.out.Nil

Plati Protokol ~ ProtokolSpecifikacia?
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CCS

Sender = in.send.Nil

Sender’ = in.(send.Nil + T.Nil)
Receiver = send.out.Nil

Protokol = (Sender|Receiver) \ {send}
Protokol’ = (Sender’|Receiver) \ {send}
ProtokolSpecifikacia = in.7.out.Nil

Plati Protokol ~ ProtokolSpecifikacia?
Plati Protokol’ ~ ProtokolSpecifikacia?
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Bisimulacia

Clock = uXtick.X
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Bisimulacia

Clock = uXtick.X

Clocky = uXtick.tick.X
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Bisimulacia

Clock = uXtick.X
Clocky = uXtick.tick.X

Clocky = puX(tick.tick.X + tick.X)
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Bisimulacia

Clock = uXtick.X
Clocky = uXtick.tick.X
Clocky, = pX(tick.tick.X + tick.X)

Clocks = puX(tick.tick.X + tick.Nil)
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Bisimulacia

Clock = pXtick.X

Clocky = uXtick.tick.X

Clocky = puX(tick.tick.X + tick.X)
Clocks = puX(tick.tick.X + tick.Nil)

Uloha: zistite, ktoré z horeuvedenych procesov si bisimularne.

Damas Gruska Modely konkurentnych systémov



Bisimulacia

Definition

Binarna relacia S € CCS x CCS je silna bisimulacia az na ~, ak
(P, Q) € S implikuje

1) ak P % P’ tak existuje Q' také, 7e @ = Q' a plati
(P,Q)e~S~

2) ak Q@ & @' tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati
(P,Q)e~S ~
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Bisimulacia

Ak S je silna bisimulicia az na ~, potom ~ S ~ je silna
bisimulacia.
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Bisimulacia

Ak S je silna bisimulicia az na ~, potom ~ S ~ je silna
bisimulacia.

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Bisimulacia

Ak S je silna bisimulicia az na ~, potom ~ S ~ je silna
bisimulacia.

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.

Ak S je silnd bisimulicia az na ~ tak , potom S Cr~. \

Uloha: dokazte predchadzajiicu vetu.
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Bisimulacia

P+Q ~ Q+P
P+(Q+R) ~ (P+Q)+R

P+P ~ P

P+ Nil ~ P
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Bisimulacia

P+Q ~ Q+P
P+(Q+R) ~ (P+Q)+R
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Bisimulacia

PIQ ~ Q|P
P(QIR) ~ (PIQ)IR
P|Nil ~ P
P\K\L ~ P\(KUL)
Plia] ~ P
P[f][f'] ~ P[fof']
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Bisimulacia

PIQ ~ Q|P
P(QIR) ~ (PIQ)IR
P|Nil ~ P
P\K\L ~ P\(KUL)
Plia] ~ P
P[f][f'] ~ P[fof']

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Expanzny zakon

Nech P = P1|P3|...|Pn, potom

P ~ > x(Pi|P2|...|Pj|...|Ps),1<i<n, ak P; > P;
+ D r(PP2| .. |P]|...|P]|...|Pn),
1<i,j<n, ak P 3 PP, % P
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Expanzny zakon

Nech P = P1|P,|...|P, potom

P ~ > x(Pi|P2|...|Pj|...|Ps),1<i<n, ak P; > P;
+ D r(PP2| .. |P]|...|P]|...|Pn),
1<i,j<n, ak P 3 PP, % P

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Bisimulacia ako kongruencia

A

Nech P; ~ P>. Potom

P+Q ~ Pt Q
Pi|Q@ ~ P»|Q
PI\L ~ P\L
Pif] ~ P[f]
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Bisimulacia ako kongruencia

Nech P; ~ P>. Potom

x.P1 ~ x.P
Pi+Q ~ P+Q
PilQ ~ P|Q
Pi\L ~ P\L
Pi[f] ~  P[f]

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Bisimulacia ako kongruencia

Nech P; ~ P>. Potom
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Bisimulacia ako kongruencia

Ako definovat bisimulaciu medzi termami?
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Bisimulacia ako kongruencia

Ako definovat bisimulaciu medzi termami?

Definition

Nech E a F si CCS termy s jednou volnou premennou X. Potom
E ~ F ak pre kazdy CCS proces P plati E[P/X] ~ F[P/X]
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Bisimulacia ako kongruencia

Ako definovat bisimulaciu medzi termami?

Definition

Nech E a F si CCS termy s jednou volnou premennou X. Potom
E ~ F ak pre kazdy CCS proces P plati E[P/X] ~ F[P/X]

Nech E ~ F. Potom uXE ~ uXF.
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Bisimulacia ako kongruencia

Dokaz:
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Bisimulacia ako kongruencia

Dokaz:

Ukazeme, ze S = {(G[P/X], G[Q/X])}

je silna bisimulacia az na ~, kde G obsahuje len jednu volnd
premenni X a P = uXE, Q = uXF.
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Bisimulacia ako kongruencia

Dokaz:

Ukazeme, ze S = {(G[P/X], G[Q/X])}

je silna bisimulacia az na ~, kde G obsahuje len jednu volnd
premenni X a P = uXE, Q = uXF.

Potom zoberieme G = X.

Ukazeme, ze:

Ak G[P/X] % P’ tak existuje Q', Q" také, ze

G[Q/X] 1> Q”, Q// ~ QI, (P/, QI) cS.
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Bisimulacia ako kongruencia

Dokaz:

Ukazeme, ze S = {(G[P/X], G[Q/X])}

je silna bisimulacia az na ~, kde G obsahuje len jednu volnd
premenni X a P = uXE, Q = uXF.

Potom zoberieme G = X.

Ukazeme, ze:

Ak G[P/X] % P’ tak existuje Q', Q" také, ze

G[Q/X] 1> Q”, Q// ~ QI,(P/, QI) cS.

Indukciou podla diZky odvodenia a $truktdry termu G.
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Bisimulacia ako kongruencia

1. Nech G = X.
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Bisimulacia ako kongruencia

1. Nech G = X.
Potom G[P/X] =P ateda P 5 P'.
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Bisimulacia ako kongruencia

1. Nech G = X.
Potom G[P/X] =P ateda P 5 P'.
Z toho podla pravidiel pre rekurziu dostaneme E[P/X] = P/,
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Bisimulacia ako kongruencia

1. Nech G = X.

Potom G[P/X] =P ateda P 5 P'.

Z toho podla pravidiel pre rekurziu dostaneme E[P/X] = P/,
Co je kratsie odvodenie a podla indukéného predpokladu mame
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Bisimulacia ako kongruencia

1. Nech G = X.

Potom G[P/X] =P ateda P 5 P'.

Z toho podla pravidiel pre rekurziu dostaneme E[P/X] = P/,
Co je kratsie odvodenie a podla indukéného predpokladu mame
E[Q/X] > Q" aP'S~Q"
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Bisimulacia ako kongruencia

1. Nech G = X.

Potom G[P/X] =P ateda P 5 P'.

Z toho podla pravidiel pre rekurziu dostaneme E[P/X] = P/,
Co je kratsie odvodenie a podla indukéného predpokladu mame
E[Q/X] > Q" aP'S~Q"

Z predpokladu E ~ F dostaneme F[Q/X] 5Q aQ ~ Q"
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Bisimulacia ako kongruencia

1. Nech G = X.
Potom G[P/X] =P ateda P 5 P'.
Z toho podla pravidiel pre rekurziu dostaneme E[P/X] = P/,
Co je kratsie odvodenie a podla indukéného predpokladu mame
E[Q/X] > Q" aP'S~Q"
Z predpokladu E ~ F dostaneme F[Q/X] 5Q aQ ~ Q"
kedze
FluXF/X] > @

uXF 5 Q'
a kedze Q = uXF mémetj. Q > Q'
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Bisimulacia ako kongruencia

1. Nech G = X.
Potom G[P/X] =P ateda P 5 P'.
Z toho podla pravidiel pre rekurziu dostaneme E[P/X] = P/,
Co je kratsie odvodenie a podla indukéného predpokladu mame
E[Q/X] > Q" aP'S~Q"
Z predpokladu E ~ F dostaneme F[Q/X] 5Q aQ ~ Q"
kedze
FluXF/X] > @

uXF 5 Q'
a kedze Q = uXF mémetj. Q > Q'

Mame teda Q = G[Q/X] > @ a P'S~ Q'
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Bisimulacia ako kongruencia

2. Nech G = x.G'.
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Bisimulacia ako kongruencia

2. Nech G = x.G'.

G[P/X] = x.G'[P/X] teda
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Bisimulacia ako kongruencia

2. Nech G = x.G'.
G[P/X] = x.G'[P/X] teda

G[P/X] = G'[P/X]
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Bisimulacia ako kongruencia

2. Nech G = x.G'.
G[P/X] = x.G'[P/X] teda

G[P/X] = G'[P/X]

G[Q/X] = G'[Q/X]
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Bisimulacia ako kongruencia

2. Nech G = x.G'.
G[P/X] = x.G'[P/X] teda

G[P/X] = G'[P/X]

G[Q/X] = G'[Q/X]
3. Nech G = G; + Go.

Kazdé odvodenie ma kratiu dizku a teda mdzeme pouZit indukény
predpoklad.
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Bisimulacia ako kongruencia

2. Nech G = x.G'.
G[P/X] = x.G'[P/X] teda

G[P/X] = G'[P/X]

G[Q/X] = G'[Q/X]
3. Nech G = G; + Go.

Kazdé odvodenie ma kratiu dizku a teda mdzeme pouZit indukény
predpoklad.
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Bisimulacia ako kongruencia

3. Nech G = G;|G.

Potom G[P/X] = G1[P/X]|Gz2[P/X]
Nech G[P/X] = P’

S tri moznosti:
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Bisimulacia ako kongruencia

3. Nech G = G;|G.

Potom G[P/X] = G1[P/X]|G2[P/X]

Nech G[P/X] = P’

S tri moznosti: _
L.x=71aG[P/X] > Pj, G[P/X] > Pya P =Pj|P,
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Bisimulacia ako kongruencia

3. Nech G = G;|G.

Potom G[P/X] = G1[P/X]|G2[P/X]

Nech G[P/X] = P’

S tri moznosti: _
L.x=71aG[P/X] > Pj, G[P/X] > Pya P =Pj|P,

Podla indukéného predpokladu
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Bisimulacia ako kongruencia

3. Nech G = G;|G.

Potom G[P/X] = G1[P/X]|G2[P/X]

Nech G[P/X] = P’

S tri moznosti: _
1.x=17aG[P/X] > P}, G[P/X] > P} a P = Pj|P,

Podla indukéného predpokladu
GilQ/X] 3 @, @ ~ @, (PL @) €S
Go[Q/X] % Q5 @ ~ @5, (Pp. Q) €S
Q=Q@ Q"= Q1Q5
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Bisimulacia ako kongruencia

3. Nech G = G;|G.

Potom G[P/X] = G1[P/X]|G2[P/X]

Nech G[P/X] = P’

S tri moznosti: _
L.x=71aG[P/X] > Pj, G[P/X] > Pya P =Pj|P,

Podla indukéného predpokladu
GilQ/X] 3 @, @ ~ @, (PL @) €S
Go[Q/X] % Q5 @ ~ @5, (Pp. Q) €S
Q=Q@ Q"= Q1Q5

G[Q/X] = Gi[Q/X]|G[Q/X] = Q", Q" ~ &
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Bisimulacia ako kongruencia

Ostava ukazat, ze (P'Q’') € S.
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Bisimulacia ako kongruencia

Ostava ukazat, ze (P'Q’') € S.

Ale (P!, Q) € S a teda pre nejaké H; plati:
P! = H,[P/X], Q! = H;[Q/X].
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Bisimulacia ako kongruencia

Ostava ukazat, ze (P'Q’) € S.

Ale (P!, Q) € S a teda pre nejaké H; plati:
P! = H,[P/X], Q! = H;[Q/X].

Zoberme H = H;|H» a potom
(P'Q) = H1[P/X]|H:[@Q/X] € S.
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Definition
X je slabo strazené v E ak kazdy vyskyt X je vnutri nejakého
podtermu tvaru y.F
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Definition
X je slabo strazené v E ak kazdy vyskyt X je vnutri nejakého
podtermu tvaru y.F

a.Nil| X
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Definition
X je slabo strazené v E ak kazdy vyskyt X je vnutri nejakého
podtermu tvaru y.F

a.Nil| X
X nie je strazené
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Definition
X je slabo strazené v E ak kazdy vyskyt X je vnutri nejakého
podtermu tvaru y.F

a.Nil| X
X nie je strazené

aX+yY
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Definition
X je slabo strazené v E ak kazdy vyskyt X je vnutri nejakého
podtermu tvaru y.F

a.Nil| X
X nie je strazené

aX+yY
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Definition
X je slabo strazené v E ak kazdy vyskyt X je vnutri nejakého
podtermu tvaru y.F

a.Nil| X
X nie je strazené

aX+YyY
X je strazené, Y nie je strazené
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Definition
X je slabo strazené v E ak kazdy vyskyt X je vnutri nejakého
podtermu tvaru y.F

a.Nil| X
X nie je strazené

aX+YyY
X je strazené, Y nie je strazené

b.(a.X+Y)
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Definition
X je slabo strazené v E ak kazdy vyskyt X je vnutri nejakého
podtermu tvaru y.F

a.Nil| X
X nie je strazené

aX+YyY
X je strazené, Y nie je strazené

b.(aX+Y)
X, Y sl strazené
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Ak premennd X je slabo strézené v E a E[P/X] = P’ potom
P' = E'[P/X] a navyse pre kazdé Q plati E[Q/X] = E'[Q/X].
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Bisimulacia, jednoznacnost riesenia

Ak premennd X je slabo strézené v E a E[P/X] = P’ potom
P' = E'[P/X] a navyse pre kazdé Q plati E[Q/X] = E'[Q/X].

Uloha: dokazte predchadzajiicu Lemu.
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Bisimulacia

UXE ~ E[uXE /X] \
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Bisimulacia

UXE ~ E[uXE /X] \

Uloha: dokazte predchadzajicu Lemu.
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Bisimulacia

Nech premennd X je slabo strazené v E a plati F ~ E[F/X] .
Potom F ~ puXE.
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Bisimulacia

Nech premennd X je slabo strazené v E a plati F ~ E[F/X] .
Potom F ~ puXE.

Dokaz
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Bisimulacia

Nech premennd X je slabo strazené v E a plati F ~ E[F/X] .
Potom F ~ puXE.

Dokaz
Stadi ukazat, ze ak P ~ E[P/X] a Q ~ E[Q/X] potom P ~ Q.
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Bisimulacia

Nech premennd X je slabo strazené v E a plati F ~ E[F/X] .
Potom F ~ puXE.

Dokaz

Stadi ukazat, ze ak P ~ E[P/X] a Q ~ E[Q/X] potom P ~ Q.
Ukazeme, ze S = {(G[P/X], G[Q/X])} U lg je silna bisimulacia az
na ~.

T.j. ak G[P/X] > P’ tak existuje Q' také, ze

GlQ/X] > Q aP ~S~Q.
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Bisimulacia

Nech premennd X je slabo strazené v E a plati F ~ E[F/X] .
Potom F ~ puXE.

Dokaz

Stadi ukazat, ze ak P ~ E[P/X] a Q ~ E[Q/X] potom P ~ Q.
Ukazeme, ze S = {(G[P/X], G[Q/X])} U lg je silna bisimulacia az
na ~.

T.j. ak G[P/X] > P’ tak existuje Q' také, ze

GlQ/X] > Q aP ~S~Q.

Potom zoberieme za G = X.
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Bisimulacia

Nech premennd X je slabo strazené v E a plati F ~ E[F/X] .
Potom F ~ puXE.

Dékaz

Stadi ukazat, ze ak P ~ E[P/X] a Q ~ E[Q/X] potom P ~ Q.
Ukazeme, ze S = {(G[P/X], G[Q/X])} U lg je silna bisimulacia az
na ~.

T.j. ak G[P/X] > P’ tak existuje Q' také, ze

GIR/X] H>Q aP ~S~Q.

Potom zoberieme za G = X.

Indukciou podla dizky odvodenia.
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Bisimulacia

Nech G = X.
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Bisimulacia

Nech G = X.
Nech G[P/X]=P = P'.
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Bisimulacia

Nech G = X.
Nech G[P/X]=P = P'.
Podla predpokladu (P ~ E[P/X] ) plati E[P/X] = P" P" ~ P'.
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Bisimulacia

Nech G = X.

Nech G[P/X]=P = P'.

Podla predpokladu (P ~ E[P/X] ) plati E[P/X] = P",P" ~ P'.
Podla a lemy P” = E'[P/X] a
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Bisimulacia

Nech G = X.
Nech G[P/X]=P = P'.
Podla predpokladu (P ~ E[P/X] ) plati E[P/X] = P",P" ~ P'.
Podla a lemy P” = E'[P/X] a
E[Q/X] = E'[Q/X]
l {
Q5 Q
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Bisimulacia

Nech G = X.
Nech G[P/X]=P = P'.
Podla predpokladu (P ~ E[P/X] ) plati E[P/X] = P",P" ~ P'.
Podla a lemy P” = E'[P/X] a
E[Q/X] = E'lQ/X]
l l
QS Q
G[R/X] = @, Q' ~ E'[Q/X]
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Bisimulacia

Nech G = X.
Nech G[P/X]=P = P'.
Podla predpokladu (P ~ E[P/X] ) plati E[P/X] = P",P" ~ P'.
Podla a lemy P” = E'[P/X] a
E[Q/X] = E'lQ/X]
l l
QS Q
G[R/X] = @, Q' ~ E'[Q/X]

GIP/X] > P’ ~ E'[P/X]
G[Q/X] = @ ~ E'[Q/X]
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Bisimulacia

Nech G = X.
Nech G[P/X]=P = P'.
Podla predpokladu (P ~ E[P/X] ) plati E[P/X] = P",P" ~ P'.
Podla a lemy P” = E'[P/X] a
E[Q/X] = E'lQ/X]
l l
QS Q
G[R/X] = @, Q' ~ E'[Q/X]

GIP/X] > P’ ~ E'[P/X]
G[Q/X] = @ ~ E'[Q/X]

(E'[P/X,E'|Q/X) €S
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Podmienka slabej strazenosti

X =a.Nil+ X
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Podmienka slabej strazenosti

X =a.Nil+ X

Obr.: Proces Py
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Podmienka slabej strazenosti

X =a.Nil+ X

Obr.: Proces Py

Po + R je tieZ rieSenie pre kazdé R, lebo
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Podmienka slabej strazenosti

X =a.Nil+ X

Obr.: Proces Py

Po + R je tieZ rieSenie pre kazdé R, lebo

Py + R = a.Nil + Py + R,
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Podmienka slabej strazenosti

X =a.Nil+ X

Obr.: Proces Py

Po + R je tieZ rieSenie pre kazdé R, lebo
Po+ R = a.Nil + Py + R,

t.j. rovnica ma nekonecne vela rieSeni, ktoré nie st navzajom
bisumularne.
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