Modely konkurentnych systémov

Formalne metddy tvorby softvéru

Damas Gruska

Katedra aplikovanej informatiky, 120, gruska@fmph.uniba.sk

Prednaska 3.

1/72



Bisimulacia

Dva procesy sa spravaja rovnako, ak to, ¢o vie urobit jeden vie
urobit aj druhy a vysledné procesy sa opat spravaju rovnako.
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Bisimulacia

Dva procesy sa spravaja rovnako, ak to, ¢o vie urobit jeden vie
urobit aj druhy a vysledné procesy sa opat spravaju rovnako.

Definition

Binarna relacia S C CCS x CCS je (silnd) bisimulacia, ak

(P, Q) € S implikuje

1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, zZe @ = @ aplati (P, @) € S
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati (P, Q) € S
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Bisimulacia

Dva procesy sa spravaja rovnako, ak to, ¢o vie urobit jeden vie
urobit aj druhy a vysledné procesy sa opat spravaju rovnako.

Definition

Binarna relacia S C CCS x CCS je (silnd) bisimulacia, ak

(P, Q) € S implikuje

1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, zZe @ = @ aplati (P, @) € S
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati (P, Q) € S

Definition

Procesy P a @ su silne bisimulérne (P ~ Q) ak (P, Q) € S pre
nejakid silnl bisimulaciu S.

Ekvivalentna formulacia:

~=J{S|S je silnd bisimulacia }

| A

\
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Bisimulacia

Definition

Binarna relacia S € CCS x CCS je silna bisimulacia az na ~, ak
(P, Q) € S implikuje

1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, ze @ = @' a plati
(P,Q)e~S~

2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati
(P,Q)e~S~
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Bisimulacia

Definition

Binarna relacia S € CCS x CCS je silna bisimulacia az na ~, ak
(P, Q) € S implikuje

1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, ze @ = @' a plati
(P,Q)e~S~

2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati
(P,Q)e~S~

Ak S je silna bisimulicia aZz na ~, potom ~ S ~ je silna
bisimulacia.
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Bisimulacia

Definition

Binarna relacia S € CCS x CCS je silna bisimulacia az na ~, ak
(P, Q) € S implikuje

1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, ze @ = @' a plati
(P,Q)e~S~

2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati
(P,Q)e~S~

Ak S je silna bisimulicia aZz na ~, potom ~ S ~ je silna
bisimulacia.

Ak S je silna bisimulicia aZ na ~ tak , potom S Cr.

7/72




Bisimulacia ako kongruencia

Nech pre procesy P1, P> a termy E;, Ey s jednou volnou premennou
X plati P; ~ P, a E; ~ E;. Potom

x.P1 ~ x.P
Pi+Q ~ P+Q
Pi1lQ ~ P2|Q
Pi\L ~ P\L
Pilf] ~ P[f]
pXEr ~ uXEp
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Bisimulacia ako kongruencia

Nech pre procesy Pi1, P>, R, Ry plati Py ~ P, a Ry ~ Ry. Potom

Pr+Ri ~ P+ R
Pl‘Rl ~ P2|R2
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Bisimulacia ako kongruencia

Nech pre procesy Pi1, P>, R, Ry plati Py ~ P, a Ry ~ Ry. Potom

PrtRi ~ P+ R
PilRi ~ PR

Uloha: dokazte predchadzajidcu vetu.
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Bisimulacia ako kongruencia

Proces Sender
Sender = in.send.Nil
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Bisimulacia ako kongruencia

Proces Sender
Sender = in.send.Nil
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Bisimulacia ako kongruencia

Proces Sender
Sender = in.send.Nil

Nech
Pi|...|Px ~ Sender
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Bisimulacia ako kongruencia

Proces Sender
Sender = in.send.Nil

Nech
Pi|...|Px ~ Sender

Proces Receiver
Receiver = send.out.Nil
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Bisimulacia ako kongruencia

Proces Sender
Sender = in.send.Nil

Nech
Pi|...|Px ~ Sender

Proces Receiver
Receiver = send.out.Nil

Nech
Ri|...|R; ~ Receiver
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Bisimulacia ako kongruencia

Proces Sender
Sender = in.send.Nil

Nech
Pi|...|Px ~ Sender

Proces Receiver
Receiver = send.out.Nil

Nech
Ri|...|R; ~ Receiver

Potom mame
(P1]...|Pk|R1|...|Ri) \ {send} ~ (Sender|Receiver) \ {send}
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Silna bisimulacia ako pevny bod
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition

Definujme f : CCS x CCS — CCS x CCS: ak

R C CCS x CCS tak (P, Q) € f(R) iff (if and only if) pre kazdé

x € Act plati

1) ak P % P’ tak existuje Q' také, ze Q = @ a plati (P', Q) € R
2) ak Q & @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati (P, Q') € R
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition

Definujme f : CCS x CCS — CCS x CCS: ak

R C CCS x CCS tak (P, Q) € f(R) iff (if and only if) pre kazdé

x € Act plati

1) ak P % P’ tak existuje Q' také, ze Q = @ a plati (P', Q) € R
2) ak @ =5 Q' tak existuje P’ také, 7e P = P’ a plati (P,Q)eR

1. f je monotdnna,
2. S je silna bisimulécia iff S C £(S).

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition

Relaciu R budeme volat pevny bod f ak R = f(R).
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition
Relaciu R budeme volat pevny bod f ak R = f(R).

1. ~ je pevny bod f, t.j. ~= f(~),
2. ~ je najvacsi pevny bod f.
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition
Relaciu R budeme volat pevny bod f ak R = f(R).

1. ~ je pevny bod f, t.j. ~= f(~),
2. ~ je najvacsi pevny bod f.

Dokaz.
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition

Relaciu R budeme volat pevny bod f ak R = f(R).

1. ~ je pevny bod f, t.j. ~= f(~),
2. ~ je najvacsi pevny bod f.

Dokaz.
KedZe ~ je silnd bisumulacia, podla predchadzajiicej vety mame
~C f(~).
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition

Relaciu R budeme volat pevny bod f ak R = f(R).

1. ~ je pevny bod f, t.j. ~= f(~),
2. ~ je najvacsi pevny bod f.

Dokaz.

KedZe ~ je silnd bisumulacia, podla predchadzajiicej vety mame
~C f(~).

f je monoténna a tak f(~) C f(f(~)) tj. f(~) je silna
bisimulacia podla predchadzajlcej vety.
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition
Relaciu R budeme volat pevny bod f ak R = f(R).

1. ~ je pevny bod f, t.j. ~= f(~),
2. ~ je najvacsi pevny bod f.

Dokaz.

KedZe ~ je silnd bisumulacia, podla predchadzajiicej vety mame
~C f(~).

f je monoténna a tak f(~) C f(f(~)) tj. f(~) je silna
bisimulacia podla predchadzajlcej vety.

Z toho plynie f(~) C~ a teda ~= f(~).
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Silna bisimulacia ako pevny bod

Definition

Relaciu R budeme volat pevny bod f ak R = f(R).

1. ~ je pevny bod f, t.j. ~= f(~),
2. ~ je najvacsi pevny bod f.

Dokaz.

KedZe ~ je silnd bisumulacia, podla predchadzajiicej vety mame
~C £(~).

f je monoténna a tak f(~) C f(f(~)) tj. f(~) je silna
bisimulacia podla predchadzajlcej vety.

Z toho plynie f(~) C~ a teda ~= f(~).

~ je najvacsi pre-pevny bod a pevny bod a teda je najvacsi pevny
bod.
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Alternating Bit Protocol

Sender...inm, SMm i, msi,m € M,i € {0,1}
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Alternating Bit Protocol
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Alternating Bit Protocol

Sender...inm, SMm i, msi,m € M,i € {0,1}
Receiver...mrp, ;, rm;, out,,m € M, i € {0,1}
Mediumy...smp, j, mrm i, m € M, i € {0,1}
Mediumy...rm;, ms;, i € {0,1}

Protokol = (Sender|Medium; | Medium,|Receiver) \
{smm i, mrm. i, rmj, ms;;m € M,i € {0,1}}
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Alternating Bit Protocol

Sender...inm, SMm i, msi,m € M,i € {0,1}
Receiver...mrp, ;, rm;, out,,m € M, i € {0,1}
Mediumy...smp, j, mrm i, m € M, i € {0,1}
Mediumy...rm;, ms;, i € {0,1}

Protokol = (Sender|Medium; | Medium,|Receiver) \
{smm i, mrm. i, rmj, ms;;m € M,i € {0,1}}

ProtokolSpecifikacia = puX ) .cp inm-out,. X
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Alternating Bit Protocol

Sender...inm, SMm i, msi,m € M,i € {0,1}
Receiver...mrp, ;, rm;, out,,m € M, i € {0,1}
Mediumy...smp, j, mrm i, m € M, i € {0,1}
Mediumy...rm;, ms;, i € {0,1}

Protokol = (Sender|Medium; | Medium,|Receiver) \
{smm i, mrm. i, rmj, ms;;m € M,i € {0,1}}

ProtokolSpecifikacia = puX ) .cp inm-out,. X

Spravaju sa Protokol a ProtokolSpecifikacia rovnako?
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Slaba bisimulacia

Definition

Ak s € Act* tak S je postupnost akcii, ktord vznikne z tym, ze
vypustime vsetky 7 akcie.
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Slaba bisimulacia

Definition
Ak s € Act* tak S je postupnost akcii, ktord vznikne z tym, ze
vypustime vsetky 7 akcie.

s = abrcTa, s = abca
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Slaba bisimulacia

Definition

Ak s € Act* tak S je postupnost akcii, ktord vznikne z tym, ze
vypustime vsetky 7 akcie.

s = abrcTa, s = abca

7" =€
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Slaba bisimulacia

Definition

Ak s € Act* tak S je postupnost akcii, ktord vznikne z tym, ze
vypustime vsetky 7 akcie.

s = abrcTa, s = abca

7" =€

Definition

Ak s = x1x0 ... Xp, X; € Act tak budeme pisat P S P ak
PA3... .2 p
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Slaba bisimulacia

Definition

Ak s € Act* tak S je postupnost akcii, ktord vznikne z tym, ze
vypustime vsetky 7 akcie.

s = abrcTa, s = abca

7" =€

Definition

Ak s = x1x0 ... Xp, X; € Act tak budeme pisat P S P ak
PA3... .2 p

Definition

Definujme novy znackovany prechdovy systém (s inou mnozninou
prechodv). Ak s = x1x2 . .. Xn, X; € Act tak
P3P ak P(5) 3 (5) B (D) ... (5) 2 (5)P.
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Slaba bisimulacia

Definition

Ak s € Act* tak S je postupnost akcii, ktord vznikne z tym, ze
vypustime vsetky 7 akcie.

s = abrcTa, s = abca

7" =€

Definition

Ak s = x1x0 ... Xp, X; € Act tak budeme pisat P S P ak
PA3... .2 p

Definition

Definujme novy znackovany prechdovy systém (s inou mnozninou
prechodv). Ak s = x1x2 . .. Xn, X; € Act tak
P3P ak P(5) 3 (5) B (D) ... (5) 2 (5)P.

ar.r.br.Nil 22 Nil
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Slaba bisimulacia

Definition

Binarna relacia S € CCS x CCS je slaba bisimulacia, ak

(P, Q) € S implikuje pre kazdé x € Act

1) ak P %5 P’ tak existuje @ také, e Q = Q' a plati (P, @) € S
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P X P’ a plati (P,Q)esS
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Slaba bisimulacia

Definition

Binarna relacia S € CCS x CCS je slaba bisimulacia, ak

(P, Q) € S implikuje pre kazdé x € Act

1) ak P %5 P’ tak existuje @ také, e Q = Q' a plati (P, @) € S
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P X P’ a plati (P,Q)esS

Theorem

Nech S1, So si slabé bisimulacie. Potom aj nasledovné relacie su
slabé bisimulacie

1) Iy

2)s1!

3) 515

4)51US;
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Slaba bisimulacia

Definition

Binarna relacia S € CCS x CCS je slaba bisimulacia, ak

(P, Q) € S implikuje pre kazdé x € Act

1) ak P %5 P’ tak existuje @ také, e Q = Q' a plati (P, @) € S
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P X P’ a plati (P,Q)esS

Theorem

Nech S1, So si slabé bisimulacie. Potom aj nasledovné relacie su
slabé bisimulacie

1) Iy

2)s1!

3) 515

4)51US;

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Slaba bisimulacia

Definition

Procesy P a @ st slabo bisimularne (P ~ Q) ak (P, Q) € S pre
nejakd slabd bisimulaciu S.

Ekvivalentna formulacia:

~=J{S|S je slaba bisimulacia }
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Slaba bisimulacia

Definition

Procesy P a @ st slabo bisimularne (P ~ Q) ak (P, Q) € S pre
nejakd slabd bisimulaciu S.

Ekvivalentna formulacia:

~=J{S|S je slaba bisimulacia }

~ je najvacsia slaba bisimulacia
~ je ekvivalencia
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Slaba bisimulacia

Definition

Procesy P a @ st slabo bisimularne (P ~ Q) ak (P, Q) € S pre
nejakd slabd bisimulaciu S.

Ekvivalentna formulacia:

~=J{S|S je slaba bisimulacia }

~ je najvacsia slaba bisimulacia
~ je ekvivalencia

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Slaba bisimulacia

P~ Q iffVx € Act :
1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, Ze Q = @ a plati P! =~ Q'
2) ak @ 5 @ tak existuje P' také, Ze P = P' a plati P' ~ @
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Slaba bisimulacia

P~ Q iffVx € Act :
1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, Ze Q = @ a plati P! =~ Q'
2) ak @ 5 @ tak existuje P' také, Ze P = P' a plati P' ~ @

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Slaba bisimulacia

P~ Q iffVx € Act :
1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, Ze Q = @ a plati P! =~ Q'
2) ak @ 5 @ tak existuje P' také, Ze P = P' a plati P' ~ @

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.

Definition

Binarna relacia S € CCS x CCS je slaba bisimulacia az na ~, ak
(P, Q) € S implikuje

1) ak P % P’ tak existuje Q' také, 7e Q@ = Q' a plati
(P,Q)e~ S~

2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P X pa plati
(P,Q)e~S=
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Slaba bisimulacia

Ak S je slaba bisimulacia aZ na =, potom =~ S =~ je slaba
bisimulacia.
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Slaba bisimulacia

Ak S je slaba bisimulacia aZ na =, potom =~ S =~ je slaba
bisimulacia.

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Slaba bisimulacia

Ak S je slaba bisimulacia aZ na =, potom =~ S =~ je slaba
bisimulacia.

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.

Ak S je slaba bisimulacia az na =~ tak , potom S C=. \
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Slaba bisimulacia

Ak S je slaba bisimulacia aZ na =, potom =~ S =~ je slaba
bisimulacia.

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.

Ak S je slaba bisimulacia az na =~ tak , potom S C=. \

Uloha: dokazte predchadzajiicu vetu.
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Slaba bisimulacia

P~ TP
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Slaba bisimulacia

P~ TP

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.

Theorem
Nech P; =~ P,. Potom

x.P1 =~ x.P,

P1lQ =~ P|Q
Pi\L = Py\L
Pi[f] =~ Pf]
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Slaba bisimulacia

P~ TP l

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.

Theorem
Nech P; =~ P,. Potom

x.P1 ~ x.P
P1lQ =~ P|Q
Pi\L = Py\L
Pi[f] =~ Pf]

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Slaba bisimulacia

P~ TP l

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.

Theorem
Nech P; =~ P,. Potom

x.P1 ~ x.P
P1lQ =~ P|Q
Pi\L = Py\L
Pi[f] =~ Pf]

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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Slaba bisimulacia

Vo vseobecnosti neplati
P1 ~ P implikuje P1 + Q = P, + Q
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Slaba bisimulacia

Vo vseobecnosti neplati
P1 ~ P implikuje P1 + Q = P, + Q

a.Nil = 7.a.Nil ale a.Nil + b.Nil % 7.a.Nil + b.Nil
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
Procesy P, Q st o-kongruentné (P = Q) ak pre kazdé x € Act
1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, ze Q = @ a plati (P, Q') €
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati (P, Q) €

Q

59 /72



o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
ANP) = {x|3s,s € Act*, P 3}
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
ANP) = {x|3s,s € Act*, P 3}

A(a.b.d.Nil + c¢.Nil) = {a, b,c,d}
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o-kongruencia (Observational congruence)

Nech A(P) UA(Q) # A. Potom P = Q iffYR,P+ R~ Q+ R.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Nech A(P) UA(Q) # A. Potom P = Q iffVR,P+ R~ Q+ R.

Dokaz.

=

Lahko sa ukaze, ze

{(P+ R,Q+ R),P = Q}U = je slaba bisimulacia.
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o-kongruencia (Observational congruence)
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o-kongruencia (Observational congruence)

=
Sporom. Predpokladajme, Ze P # Q.
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o-kongruencia (Observational congruence)

=
Sporom. Predpokladajme, Ze P # Q.
Potom existuje x a P’ také, ze P =5 P’ ale vzdy ked Q = Q' tak

P Q.
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o-kongruencia (Observational congruence)

=
Sporom. Predpokladajme, ze P # Q.

Potom existuje x a P’ také, ze P =5 P’ ale vzdy ked Q = Q' tak
EEL Y

Zoberme R = y.Nil,y & AN(P) UN(Q)
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o-kongruencia (Observational congruence)

=
Sporom. Predpokladajme, ze P # Q.

Potom existuje x a P’ také, ze P =5 P’ ale vzdy ked Q = Q' tak
P Q.

Zoberme R = y.Nil,y & AN(P) UN(Q)

Vieme, e P+ R = P'.
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o-kongruencia (Observational congruence)

=

Sporom. Predpokladajme, ze P # Q.

Potom existuje x a P’ také, ze P =5 P’ ale vzdy ked Q = Q' tak
P Q.

Zoberme R = y.Nil,y & AN(P) UN(Q)

Vieme, e P+ R = P'.

UkaZzeme, 7e ak Q + R = @ potom P’ £ Q' tj. P+ R# Q+ R.
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o-kongruencia (Observational congruence)

=

Sporom. Predpokladajme, ze P # Q.

Potom existuje x a P’ také, ze P =5 P’ ale vzdy ked Q = Q' tak
P Q.

Zoberme R = y.Nil,y & AN(P) UN(Q)

Vieme, e P+ R = P'.

UkaZzeme, 7e ak Q + R = @ potom P’ £ Q' tj. P+ R# Q+ R.
Ak x = 7 tak jedna moznost je, ze @ = Q + R ale potom P’ % Q'
ked?e P 5 a Q' %
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o-kongruencia (Observational congruence)

=

Sporom. Predpokladajme, ze P # Q.

Potom existuje x a P’ také, ze P =5 P’ ale vzdy ked Q = Q' tak
P Q.

Zoberme R = y.Nil,y & AN(P) UN(Q)

Vieme, e P+ R = P'.

UkaZzeme, 7e ak Q + R = @ potom P’ £ Q' tj. P+ R# Q+ R.
Ak x = 7 tak jedna moznost je, ze @ = Q + R ale potom P’ % Q'
kedze P’ 7}@ a Q%

inak Q4+ R Q' teda Q=2 Q' a

Q= Q
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o-kongruencia (Observational congruence)

P
Sporom. Predpokladajme, ze P # Q.

Potom existuje x a P’ také, ze P =5 P’ ale vzdy ked Q = Q' tak
P Q.

Zoberme R = y.Nil,y & AN(P) UN(Q)

Vieme, e P+ R = P'.

UkaZzeme, 7e ak Q + R = @ potom P’ £ Q' tj. P+ R# Q+ R.
Ak x = 7 tak jedna moznost je, ze @ = Q + R ale potom P’ % Q'
ked?e P 5 a Q' %

inak Q- RS @ teda Q= @ a

el

a z predpokladu méme P’ % Q'.
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