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Slaba bisimulacia

Definition

Binarna relacia S C CCS x CCS je slaba bisimulécia, ak

(P, Q) € S implikuje pre kazdé x € Act

1) ak P % P’ tak existuje Q' také, ze Q X Q' aplati (P,Q)eS
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, Ze P X pa plati (P, Q) € S
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
Procesy P, Q st o-kongruentné (P = Q) ak pre kazdé x € Act
1) ak P 5 P’ tak existuje Q' také, ze Q = @ a plati (P, Q') €
2) ak Q 5 @ tak existuje P’ také, ze P = P’ a plati (P, Q) €

Q

3/203



o-kongruencia (Observational congruence)

P ~ Q implikuje P = Q
P = Q implikuje P =~ Q
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o-kongruencia (Observational congruence)

P ~ Q implikuje P = Q
P = Q implikuje P =~ Q

Ulohy:
- dokazte predchadzajiicu vetu,
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o-kongruencia (Observational congruence)

P ~ Q implikuje P = Q
P = Q implikuje P =~ Q

Ulohy:

- dokazte predchadzajiicu vetu,
- najdite P, Q také, ze
P=Qale Py« Q,
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o-kongruencia (Observational congruence)

P ~ Q implikuje P = Q
P = Q implikuje P =~ Q

Ulohy:

- dokazte predchadzajiicu vetu,
- najdite P, Q také, ze
P=Qale Py« Q,

P~ Q ale P# Q.
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o-kongruencia (Observational congruence)

P ~ Q implikuje P = Q
P = Q implikuje P ~ @

Ulohy:

- dokazte predchadzajiicu vetu,
- najdite P, Q také, ze
P=Qale Py« Q,

P~ Q ale P# Q.

= je ekvivalencia \
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o-kongruencia (Observational congruence)

P ~ Q implikuje P = Q
P = Q implikuje P ~ @

Ulohy:

- dokazte predchadzajiicu vetu,
- najdite P, Q také, ze
P=Qale Py« Q,

P~ Q ale P# Q.

= je ekvivalencia \

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Ak P; =~ P, tak x.P1 = x.P>
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o-kongruencia (Observational congruence)

Ak P; =~ P, tak x.P1 = x.P>

Uloha: dokazte predchadzajiicu vetu.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Ak P; =~ P, tak x.P1 = x.P>

Uloha: dokazte predchadzajiicu vetu.

Nech P; = P,. Potom

Xx.P;
P14+ @
P1|@Q
P\ L
P1[f]

x.P>
P>+ Q
P>|@Q
P>\ L
P[f]
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o-kongruencia (Observational congruence)

Ak P; =~ P, tak x.P1 = x.P>

Uloha: dokazte predchadzajiicu vetu.

Nech P; = P,. Potom
x.P1 = x.P
PLtQ = P+Q
PilQ = P2|Q
Pi\L = P \L
Pi[f] = Ps|f]

Uloha: dokazte predchadzajiicu vetu.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Nech E = F, potom uXE = uXF
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o-kongruencia (Observational congruence)

Nech E = F, potom uXE = uXF

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Nech E = F, potom uXE = uXF

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Nech E = F, potom uXE = uXF

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.

x.7.P = x.P

P+7.P = 71.P
x(P+7.Q)+x.Q = x(P+7.Q)

Uloha: dokazte predchadzajicu vetu.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Uloha: dokazte nasledujiice tvrdenia:

PlIm.Q =~ P|Q
PiT.Q # P|Q
Pir.Q = 7.(P|Q)
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
P je stabilny ak P .
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
P je stabilny ak P .

Ak P, Q s stabilné a P ~ Q tak P = Q.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
P je stabilny ak P .

Ak P, Q s stabilné a P ~ Q tak P = Q.

Uloha: dokaZte predchadzajicu vetu.

P~ Q iffP=Q alebo P = 7.Q alebo 7.P = Q.
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o-kongruencia (Observational congruence)

—
ﬁ_

Definition
P je stabilny ak P .

Ak P, Q s stabilné a P ~ Q tak P = Q.

Uloha: dokaZte predchadzajicu vetu.

P~ Q iffP=Q alebo P = 7.Q alebo 7.P = Q.

Doékaz.
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o-kongruencia (Observational congruence)

—
ﬁ_

Definition
P je stabilny ak P .

Ak P, Q s stabilné a P ~ Q tak P = Q.

Uloha: dokaZte predchadzajicu vetu.

P~ Q iffP=Q alebo P = 7.Q alebo 7.P = Q.

Doékaz.
=
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o-kongruencia (Observational congruence)

—
ﬁ_

Definition
P je stabilny ak P .

Ak P, Q s stabilné a P ~ Q tak P = Q.

Uloha: dokaZte predchadzajicu vetu.

P~ Q iffP=Q alebo P = 7.Q alebo 7.P = Q.

Doékaz.
<~
trividlne
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o-kongruencia (Observational congruence)

—
ﬁ_

Definition
P je stabilny ak P .

Ak P, Q s stabilné a P ~ Q tak P = Q.

Uloha: dokaZte predchadzajicu vetu.

P~ Q iffP=Q alebo P = 7.Q alebo 7.P = Q.

Doékaz.
<~
trividlne
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o-kongruencia (Observational congruence)
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o-kongruencia (Observational congruence)

=
Nech P ~ Q. Mame tri pripady:
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o-kongruencia (Observational congruence)

=
Nech P ~ Q. Mame tri pripady:
1. P5 PP ~ Q pre nejaké P’. Potom P = 7.Q,
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o-kongruencia (Observational congruence)

=

Nech P ~ Q. Mame tri pripady:

1. P5 PP ~ Q pre nejaké P’. Potom P = 7.Q,
2. Q5 Q,P~ Q pre nejaké Q. Potom 7.P = Q,
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o-kongruencia (Observational congruence)

=
Nech P ~ Q. Mame tri pripady:

1. P5 PP ~ Q pre nejaké P’. Potom P = 7.Q,

2. Q5 Q,P~ Q pre nejaké Q. Potom 7.P = Q,

3. P2 P’ potom ked?e P~ Q méme Q = Q' a P' ~ Q' t,.
R2QaP=qQ.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition

X je sekvencné v E ak kazdy subterm termu E obsahujdci X
(okrem X samotného) je tvaru y.F alebo ) P;.
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
X je sekvencné v E ak kazdy subterm termu E obsahujdci X
(okrem X samotného) je tvaru y.F alebo ) P;.

Definition

X je silne strazené v E ak kazdy vyskyt X je vndtri nejakého
podtermu tvaru a.F (a # 7).
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
X je sekvencné v E ak kazdy subterm termu E obsahujdci X
(okrem X samotného) je tvaru y.F alebo ) P;.

Definition

X je silne strazené v E ak kazdy vyskyt X je vndtri nejakého
podtermu tvaru a.F (a # 7).

7.X + a.Nil
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition

X je sekvencné v E ak kazdy subterm termu E obsahujdci X
(okrem X samotného) je tvaru y.F alebo ) P;.

Definition

X je silne strazené v E ak kazdy vyskyt X je vndtri nejakého
podtermu tvaru a.F (a # 7).

7.X + a.Nil
sekvencné ale nie silne straZzené
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition

X je sekvencné v E ak kazdy subterm termu E obsahujdci X
(okrem X samotného) je tvaru y.F alebo ) P;.

Definition

X je silne strazené v E ak kazdy vyskyt X je vndtri nejakého
podtermu tvaru a.F (a # 7).

7.X + a.Nil
sekvencné ale nie silne straZzené
a.X|b.Nil
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
X je sekvencné v E ak kazdy subterm termu E obsahujdci X
(okrem X samotného) je tvaru y.F alebo ) P;.

Definition

X je silne strazené v E ak kazdy vyskyt X je vndtri nejakého
podtermu tvaru a.F (a # 7).

7.X + a.Nil

sekvencné ale nie silne strazené
a.X|b.Nil

silne strdzené ale nie sekvencné
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition

X je sekvencné v E ak kazdy subterm termu E obsahujdci X
(okrem X samotného) je tvaru y.F alebo ) P;.

Definition

X je silne strazené v E ak kazdy vyskyt X je vndtri nejakého
podtermu tvaru a.F (a # 7).

7.X + a.Nil

sekvencné ale nie silne strazené
a.X|b.Nil

silne strdzené ale nie sekvencné
7(a.(b.Nil|c.Nil) + b.X)
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o-kongruencia (Observational congruence)

Definition
X je sekvencné v E ak kazdy subterm termu E obsahujdci X
(okrem X samotného) je tvaru y.F alebo ) P;.

Definition

X je silne strazené v E ak kazdy vyskyt X je vndtri nejakého
podtermu tvaru a.F (a # 7).

7.X + a.Nil

sekvencné ale nie silne strazené
a.X|b.Nil

silne strdzené ale nie sekvencné
7(a.(b.Nil|c.Nil) + b.X)

silne strazené a sekvencné
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o-kongruencia (Observational congruence)

Nech X je v E silne straZené a sekvencné a
P = E[P/x], @ = E[Q/X]. Potom P = Q.
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Poéitadlo
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Poéitadlo

def .
County = inc.Count; + zero.County

def .
Count, = inc.Countny1 + dec.Count,_1 (n>0)
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Poéitadlo
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Poéitadlo

c % inc.(C™C) + dec.D
*f 4.C+zB
B % inc.(C™ B) + zero.B

O
|

P~Q % (Pli'/i,2 /2, d'/d]|Qli /inc, 2 zero, d'dec]) \ {I',2', '}
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Poéitadlo

inc z inc
ZEro C Zero
dec d dec
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clh—c~c~..~CB

inc

zero | C I C

dec
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Poéitadlo

nx

——f—
cinh=c~c~..~C "B
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Poéitadlo

nx

—_——
cinh=c~c~..~C "B

Musime ukazat, Ze:

cO® — jnc.c) & zero.c©
cM = inc.clV) 4 dec.c("V) (n > 0)
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Poéitadlo

nx

—_——
cinh=c~c~..~C "B

Musime ukazat, Ze:

cO® — jnc.c) & zero.c©
cM = inc.clV) 4 dec.c("V) (n > 0)

¢ — cocln=d)
= inc.((C™C)"C" ) 4 dec.(D™ (1))
= inc.C"Y) 4 dec.(D™C("Y)
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Poéitadlo

Uloha:
ukazat, ze plati

D—C D
D™ B BB
BB = B

Q

Q
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Prepisvaci systém
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Prepisvaci systém

Majme mnozinu rovnosti (axiém, prepisovacich pravidiel) A.
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Prepisvaci systém

Majme mnozinu rovnosti (axiém, prepisovacich pravidiel) A.

To, Ze term t sa da prepisat na term t’ pouzitim A budeme
oznafovat At =t
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Prepisvaci systém

Majme mnozinu rovnosti (axiém, prepisovacich pravidiel) A.

To, Ze term t sa da prepisat na term t’ pouzitim A budeme
oznafovat At =t

AF x=x
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Prepisvaci systém

Majme mnozinu rovnosti (axiém, prepisovacich pravidiel) A.

To, Ze term t sa da prepisat na term t’ pouzitim A budeme
oznafovat At =t

AF x=x

Ak AF x =y potom ALy = x.
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Prepisvaci systém

Majme mnozinu rovnosti (axiém, prepisovacich pravidiel) A.

To, Ze term t sa da prepisat na term t’ pouzitim A budeme
oznafovat At =t

Al x=x
Ak AF x =y potom ALy = x.

Ak AFx=yaAF y=2zpotom AF x = z.
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Prepisvaci systém

Majme mnozinu rovnosti (axiém, prepisovacich pravidiel) A.

To, Ze term t sa da prepisat na term t’ pouzitim A budeme
oznafovat At =t

Al x=x
Ak AF x =y potom ALy = x.
Ak AFx=yaAF y=2zpotom AF x = z.

Ak A x; =y prei € {1l,...,n} tak
AEf(xi,..oyxn) = (1,5 Yn)
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Axiomatizacia

Definition

Proces je konecny ak neobsahuje rekurziu. Proces je sériovy, ak
neobsahuje operatory |, \, [f].
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Axiomatizacia

Definition

Proces je konecny ak neobsahuje rekurziu. Proces je sériovy, ak
neobsahuje operatory |, \, [f].

Kazdy konecny proces je bisimularny nejakému konecnému
sériovému procesu.
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Axiomatizacia

Definition

Proces je konecny ak neobsahuje rekurziu. Proces je sériovy, ak
neobsahuje operatory |, \, [f].

Kazdy konecny proces je bisimularny nejakému konecnému
sériovému procesu.

V dalSom sa budeme zaoberat len konecnymi sériovymi procesmi.
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Axiomatizacia

P = Q znamend, ze P a Q st o-kongruentné
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Axiomatizacia

P = Q znamend, ze P a Q st o-kongruentné
AF P = Q znamen4, Ze rovnost mdze byt odvodend pomocou
axiém A
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Axiomatizacia

P = Q znamend, ze P a Q st o-kongruentné
AF P = Q znamen4, Ze rovnost mdze byt odvodend pomocou

axiom A
Aj:
P+Q = Q+P Al
P+(Q+R) = (R+P)+R A2
P+P = P A3

P+Nil = P A4
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Axiomatizacia

P = Q znamend, ze P a Q st o-kongruentné
AF P = Q znamen4, Ze rovnost mdze byt odvodend pomocou

axiom A
Aj:
P+Q = Q+P Al
P+(Q+R) = (R+P)+R A2
P+P = P A3
P+ Nil = P A4
Abs:
x.7.P = x.P Ab
P+7.P = 1.P Ab

x(P+7.Q)+x.Q

x.(P+71.Q) A7
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Axiomatizacia

Definition

P je v standardnej forme ak P = >"7" ; x;.P; kde kazdé P; je opat v
Standardnej forme.
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Axiomatizacia

Definition

P je v Standardnej forme ak P = "7 ; x;.P; kde kazdé P; je opat v
Standardnej forme.

Poznamka: Nil je v Standardnej forme ak zobereme n = 0.
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Axiomatizacia

Definition

P je v Standardnej forme ak P = "7 ; x;.P; kde kazdé P; je opat v
Standardnej forme.

Poznamka: Nil je v Standardnej forme ak zobereme n = 0.

a.Nil
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Axiomatizacia

Definition

P je v Standardnej forme ak P = "7 ; x;.P; kde kazdé P; je opat v
Standardnej forme.

Poznamka: Nil je v Standardnej forme ak zobereme n = 0.

a.Nil
a.Nil + b.(c.Nil + 7.Nil)
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Axiomatizacia

Definition

P je v Standardnej forme ak P = "7 ; x;.P; kde kazdé P; je opat v
Standardnej forme.

Poznamka: Nil je v Standardnej forme ak zobereme n = 0.

a.Nil
a.Nil + b.(c.Nil + 7.Nil)
st v Standardnej forme

68 /203



Axiomatizacia

Definition

P je v Standardnej forme ak P = "7 ; x;.P; kde kazdé P; je opat v
Standardnej forme.

Poznamka: Nil je v Standardnej forme ak zobereme n = 0.

a.Nil
a.Nil + b.(c.Nil + 7.Nil)
st v Standardnej forme

Nil + b.Nil
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Axiomatizacia

Definition

P je v Standardnej forme ak P = "7 ; x;.P; kde kazdé P; je opat v
Standardnej forme.

Poznamka: Nil je v Standardnej forme ak zobereme n = 0.

a.Nil
a.Nil + b.(c.Nil + 7.Nil)
st v Standardnej forme

Nil + b.Nil
a.(Nil + b.Nil)
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Axiomatizacia

Definition

P je v Standardnej forme ak P = "7 ; x;.P; kde kazdé P; je opat v
Standardnej forme.

Poznamka: Nil je v Standardnej forme ak zobereme n = 0.

a.Nil
a.Nil + b.(c.Nil + 7.Nil)
st v Standardnej forme

Nil + b.Nil
a.(Nil + b.Nil)
nie st v Standardnej forme
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Axiomatizacia

Pre kazdé P existuje P’ v $tandardnej forme, také Ze A1 - P = P'.
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Axiomatizacia

Pre kazdé P existuje P’ v $tandardnej forme, také Ze A1 - P = P'.

Nil m6zeme povyhadzovat a vysledok je v Standardnej forme.
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P~QiffALFP=Q.
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P~QiffALFP=Q.

Dokaz:
< (bezospornost)
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P~QiffALFP=Q.

Dokaz:
< (bezospornost)
toto uz bolo dokazané pre ~
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P~QiffALFP=Q.

Dokaz:

< (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre ~
= (dplnost)
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Axiomatizacia

P~Qiff Al P=Q.

Dokaz:

< (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre ~

= (dplnost)

Predpokladajme P ~ @ a ze P a Q st v Standardnej forme
P= E/r]:l X,'.P,' d Q = Z,’ll X,'.Q,'
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P~QiffALFP=Q.

Dokaz:

< (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre ~

= (dplnost)

Predpokladajme P ~ @ a ze P a Q st v Standardnej forme
P= E/r]:l X,'.P,' d ,Q = Z,’ll X,'.Q,'

Indukciou podla hlbky P a @
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P~QiffALFP=Q.

Dokaz:

< (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre ~

= (dplnost)

Predpokladajme P ~ @ a ze P a Q st v Standardnej forme
P= E/r]:l X,'.P,' d ,Q = Z,’ll X,'.Q,'

Indukciou podla hlbky P a @

- ak maximéalna hibka P a Q je 0 tak P a @ st rovné Nil.
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P~QiffALFP=Q.

Dokaz:

< (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre ~

= (dplnost)

Predpokladajme P ~ @ a ze P a Q st v Standardnej forme
P= E/r]:l X,'.P,' d ,Q = Z,’ll X,'.Q,'

Indukciou podla hlbky P a @

- ak maximéalna hibka P a Q je 0 tak P a @ st rovné Nil.

- inak nech x.P’ je sumand P tak P = P’ a ked?e P ~ Q tak
existuje @ Q 5 @, P' ~ @ tj. x.Q' je sumand Q a podla
indukcie A; - P/ = Q.
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Axiomatizacia

Ideme dokazat obdobné tvrdenie pre =.
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Axiomatizacia

Ideme dokazat obdobné tvrdenie pre =.
P = a.(b.Nil + 7.Nil), @ = a.(b.Nil 4+ 7.Nil) + a.Nil
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Axiomatizacia

Ideme dokazat obdobné tvrdenie pre =.
P = a.(b.Nil + 7.Nil), @ = a.(b.Nil 4+ 7.Nil) + a.Nil
P a @ majl rézne Standardné formy ale P = Q.
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Axiomatizacia

Ideme dokazat obdobné tvrdenie pre =.
P = a.(b.Nil + 7.Nil), @ = a.(b.Nil 4+ 7.Nil) + a.Nil
P a @ majl rézne Standardné formy ale P = Q.

Definition

P je v plne standardnej forme ak
(i) P =Y x;.P; kde kazdé P; je opat v plne Standardnej forme,
(i) ak P = P; tak P 2 P:.
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Axiomatizacia

Ideme dokazat obdobné tvrdenie pre =.
P = a.(b.Nil + 7.Nil), @ = a.(b.Nil 4+ 7.Nil) + a.Nil
P a @ majl rézne Standardné formy ale P = Q.

Definition

P je v plne standardnej forme ak
(i) P =Y x;.P; kde kazdé P; je opat v plne Standardnej forme,
(i) ak P = P; tak P 2 P:.

P = 1.(a.(7.Nil + b.Nil))
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Axiomatizacia

Ideme dokazat obdobné tvrdenie pre =.
P = a.(b.Nil + 7.Nil), @ = a.(b.Nil 4+ 7.Nil) + a.Nil
P a @ majl rézne Standardné formy ale P = Q.

Definition

P je v plne standardnej forme ak
(i) P =Y x;.P; kde kazdé P; je opat v plne Standardnej forme,
(i) ak P = P; tak P 2 P:.

P
P/

7.(a.(7.Nil + b.Nil))
a.(r.Nil + b.Nif)
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Axiomatizacia

Ideme dokazat obdobné tvrdenie pre =.
P = a.(b.Nil + 7.Nil), @ = a.(b.Nil 4+ 7.Nil) + a.Nil
P a @ majl rézne Standardné formy ale P = Q.

Definition

P je v plne standardnej forme ak
(i) P =Y x;.P; kde kazdé P; je opat v plne Standardnej forme,
(i) ak P = P; tak P 2 P:.

P = 1.(a.(7.Nil + b.Nil))
P" = a.(r.Nil + b.Nil)
P, P’ nie st v plne $tandardnej forme.

88 /203



Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Doékaz:
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:
Indukciou podla hibky $truktary P.
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Doékaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.
=R
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.
e

1. pripad x.P’ je sumand P (A3)
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.

e

1. pripad x.P’ je sumand P (A3)

2. pripad x.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.

e

1. pripad x.P’ je sumand P (A3)

2. pripad x.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUALEFQ=Q+T.P a
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.

e

1. pripad x.P’ je sumand P (A3)

2. pripad x.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUALEFQ=Q+T.P a

AAUA FP=P+x.Q (A3)
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.

e

1. pripad x.P’ je sumand P (A3)

2. pripad x.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUAEFEQ=Q+T.P a

AAUA FP=P+x.Q (A3)

A1UAyF P =P+ x(Q+T.P") (podla predchddzajicich dvoch)
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.

e

1. pripad x.P’ je sumand P (A3)

2. pripad x.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUAEFEQ=Q+T.P a

AAUA FP=P+x.Q (A3)

A1UAyF P =P+ x(Q+T.P") (podla predchddzajicich dvoch)
A1UA FP=P+x.(Q+7.P)+x.P (A7)
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.

e

1. pripad x.P’ je sumand P (A3)

2. pripad x.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUAEFEQ=Q+T.P a

AAUA FP=P+x.Q (A3)

A1UAyF P =P+ x(Q+T.P") (podla predchddzajicich dvoch)
A1UA FP=P+x.(Q+7.P)+x.P (A7)
AIUAFP=P+x.Q+x.P (zAUAEFQ=Q+T1.P)
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Axiomatizacia

Ak P2 P tak AU Ay - P =P+ x.P'.

Dokaz:

Indukciou podla hibky $truktary P.

e

1. pripad x.P’ je sumand P (A3)

2. pripad x.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUAEFEQ=Q+T.P a

AAUA FP=P+x.Q (A3)

A1UAyF P =P+ x(Q+T.P") (podla predchddzajicich dvoch)
A1UA FP=P+x.(Q+7.P)+x.P (A7)
AIUAFP=P+x.Q+x.P (zAUAEFQ=Q+T1.P)
AJUA - P =P+ x.P (zAIUA FP=P+x.Q)
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Axiomatizacia

3. pripad 7.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
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Axiomatizacia

3. pripad 7.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUA F Q=Q+ x.P a
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Axiomatizacia

3. pripad 7.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUA F Q=Q+ x.P a
AUAFP=P+71.Q (A3)
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Axiomatizacia

3. pripad 7.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUA F Q=Q+ x.P a

AAUAFP=P+7.Q (A3)
AUAFP=P+17.Q+Q (A6)
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Axiomatizacia

3. pripad 7.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUA F Q=Q+ x.P a

AAUAFP=P+7.Q (A3)

AUAFP=P+17.Q+Q (A6)
AAUALFP=P+7.Q+Q+x.P (zAUAFQ=Q+T.FP)
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Axiomatizacia

3. pripad 7.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AUA F Q=Q+ x.P a

AAUAFP=P+7.Q (A3)

AlUA FP=P+7.Q+Q (A6)
AUAFP=P+7.Q+Q+x.P (zAUAFQ=Q+7.FP)
AAUAFP=P+7.Q+x.P (A6)
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Axiomatizacia

3. pripad 7.Q je sumand P a Q = P’ potom podla indukcie
AAUAEFQ=Q+x.P a

AUA - P=P+7.Q (A3)
AUAFP=P+17.Q+Q (A6)
AAUALFP=P+7.Q+Q+x.P (zAUAFQ=Q+T.FP)
AiUAFP=P+7.Q+x.P (A6)

ATUA P =P+ x.P zAIUAFP=P+1.Q)
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Axiomatizacia

Pre kaZdy proces P v $tandardnej forme existuje proces P’ v plne
$tandardnej forme rovnakej hlbky, taky Ze A; U Ay - P = P'.
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Axiomatizacia

Pre kaZdy proces P v $tandardnej forme existuje proces P’ v plne
$tandardnej forme rovnakej hlbky, taky Ze A; U Ay - P = P'.

Dokaz.
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Axiomatizacia

Pre kaZdy proces P v $tandardnej forme existuje proces P’ v plne
$tandardnej forme rovnakej hlbky, taky Ze A; U Ay - P = P'.

Dékaz.
Indukciou podla hibky P.
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Axiomatizacia

Pre kaZdy proces P v $tandardnej forme existuje proces P’ v plne
$tandardnej forme rovnakej hlbky, taky Ze A; U Ay - P = P'.

Dokaz.

Indukciou podla hibky P.

Nech P = Nil - tak P je uz v plne Standardnej forme. Inak pre
kazdy sumand y.Q procesu P m6zeme predpokladat Ze uz je v
plne standardnej forme.
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Axiomatizacia

Pre kaZdy proces P v $tandardnej forme existuje proces P’ v plne
$tandardnej forme rovnakej hlbky, taky Ze A; U Ay - P = P'.

Dokaz.

Indukciou podla hibky P.

Nech P = Nil - tak P je uz v plne Standardnej forme. Inak pre
kazdy sumand y.Q procesu P m6zeme predpokladat Ze uz je v
plne standardnej forme.

Uvazujme vsetky dvojice x;.P;, 1 < i < k také, ze P 2 P; ale nie
P P

Potom zobereme

P' =P+ x1.Py+ -+ x¢.Px
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Axiomatizacia

Pre kaZdy proces P v $tandardnej forme existuje proces P’ v plne
$tandardnej forme rovnakej hlbky, taky Ze A; U Ay - P = P'.

Dokaz.

Indukciou podla hibky P.

Nech P = Nil - tak P je uz v plne Standardnej forme. Inak pre
kazdy sumand y.Q procesu P m6zeme predpokladat Ze uz je v
plne standardnej forme.

Uvazujme vsetky dvojice x;.P;, 1 < i < k také, ze P 2 P; ale nie
P P

Potom zobereme

P' =P+ x1.Py+ -+ x¢.Px

a podfa predchadzajiicej vety mame

A UAFP=PF.
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Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.
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Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.

Dékaz:
<« (bezospornost)
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Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.

Dokaz:
<« (bezospornost)
toto uz bolo dokazané pre =
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Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.

Dokaz:

<« (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre =
= (dplnost)
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Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.

Dokaz:

<« (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre =

= (dplnost)

Podla predchadzajlicich viet mézeme predpokladat, ze P, Q st v
plne standardnej forme.
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Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.

Dokaz:

<« (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre =

= (dplnost)

Podla predchadzajlicich viet mézeme predpokladat, ze P, Q st v
plne standardnej forme.

Indukciou podla hibky P a Q.
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P=QiffFAiUA P =Q.

Doékaz:

<« (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre =

= (dplnost)

Podla predchadzajlicich viet mézeme predpokladat, ze P, Q st v
plne standardnej forme.

Indukciou podla hibky P a Q.

Ak P = @ = Nil - trivialne.
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Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.

Doékaz:

<« (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre =

= (dplnost)

Podla predchadzajlicich viet mézeme predpokladat, ze P, Q st v
plne standardnej forme.

Indukciou podla hibky P a Q.

Ak P = @ = Nil - trivialne.

Nech P = Q a x.P’ je sumand P.

121/203



Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.

Doékaz:

<« (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre =

= (dplnost)

Podla predchadzajlicich viet mézeme predpokladat, ze P, Q st v
plne standardnej forme.

Indukciou podla hibky P a Q.

Ak P = @ = Nil - trivialne.

Nech P = Q a x.P’ je sumand P.

Kedze P 5 P’ vieme, 7e existuje @', Q= @ a P ~ Q'.
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Axiomatizacia

P=QiffAAUAFP=2Q.

Doékaz:

<« (bezospornost)

toto uz bolo dokazané pre =

= (dplnost)

Podla predchadzajlicich viet mézeme predpokladat, ze P, Q st v
plne standardnej forme.

Indukciou podla hibky P a Q.

Ak P = @ = Nil - trivialne.

Nech P = Q a x.P’ je sumand P.

Ked?e P 5 P’ vieme, e existuje @', Q = @ a P/ ~ Q'.
Navyde @ = Q' kedze Q je v plne $tandardnej forme a teda x.Q’
je sumand Q.
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Axiomatizacia

Vieme, Ze kedZe P’ ~ @' tak P’ = @' alebo P = 7.Q’ alebo
TP =Q
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Axiomatizacia

Vieme, Ze kedZe P’ ~ @' tak P’ = @' alebo P = 7.Q’ alebo
TP =Q

ak plati P/ = Q' a kedZe oba sii mensej hibky

AAUAFP =Q
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Axiomatizacia

Vieme, Ze kedZe P’ ~ @' tak P’ = @' alebo P = 7.Q’ alebo
TP =Q

ak plati P/ = Q' a kedZe oba sii mensej hibky

ATUA P =@

a teda

AU A F x. P =x.Q
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Axiomatizacia

ak plati P/ = 7.Q" musime 7.Q’ previest do plne $tandardnej formy

Q//
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Axiomatizacia

ak plati P/ = 7.Q" musime 7.Q’ previest do plne $tandardnej formy
Q//
AUAEFT.Q =Q.
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Axiomatizacia

ak plati P/ = 7.Q" musime 7.Q’ previest do plne $tandardnej formy
Q//

AUAEFT.Q =Q.

Suma dlzok P’ a Q”je nizsia a tak mézeme pouzit indukény
predpoklad
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Axiomatizacia

ak plati P/ = 7.Q" musime 7.Q’ previest do plne $tandardnej formy
Q//

AUAEFT.Q =Q.

Suma dizok P’ a Q"je nizsia a tak mdzeme pouzit indukény
predpoklad

AUA P =@

a teda
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Axiomatizacia

ak plati P/ = 7.Q" musime 7.Q’ previest do plne $tandardnej formy
Q//

AAUALEFT.Q =Q.

Suma dizok P’ a Q"je nizsia a tak mdzeme pouzit indukény
predpoklad

ATUA P =Q"

a teda

A1UA - P = 7.Q" a podla A5

AU A Fx. P =x.Q'
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Axiomatizacia

ak plati P/ = 7.Q" musime 7.Q’ previest do plne $tandardnej formy
Q//

AUAEFT.Q =Q.

Suma dizok P’ a Q"je nizsia a tak mdzeme pouzit indukény
predpoklad

ATUA P =Q"

a teda

A1UA - P = 7.Q" a podla A5

AU A Fx. P =x.Q'

Ukazali sme, ze kazdy sumand P "je"(A; U Az F) aj sumand Q (a
naopak).

132/203



Axiomatizacia

uX(X + E) ~ uXE. (BI1)

133 /203



Axiomatizacia

uX(X + E) ~ uXE. (BI1)

uX(r.X + E) = puX(1.E). (B2)
uX(r.(X + E)+ F) = uX(r.X+ E+ F). (B3)
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Axiomatizacia

uX(X + E) ~ uXE. (BI1)

uX(r.X + E) = puX(1.E). (B2)
uX(r.(X + E)+ F) = uX(r.X+ E+ F). (B3)

Vieme, ze plati
uXE ~ E[uXE] (B4)
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Axiomatizacia

uX(X + E) ~ uXE. (BI1)

uX(r.X + E) = puX(1.E). (B2)
uX(r.(X + E)+ F) = uX(r.X+ E+ F). (B3)

Vieme, ze plati
uXE ~ E[uXE] (B4)

Vieme, ze plati (ak X je strazené v E)
Ak F ~ E[F/X] tak F ~ uXE. (B5)
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Axiomatizacia

uX(X + E) ~ uXE. (BI1)

uX(r.X + E) = puX(1.E). (B2)
uX(r.(X + E)+ F) = uX(r.X+ E+ F). (B3)

Vieme, ze plati
uXE ~ E[uXE] (B4)

Vieme, ze plati (ak X je strazené v E)
Ak F ~ E[F/X] tak F ~ uXE. (B5)

Vieme, Ze plati (ak X je silne strazené a sériové v E)
Ak F = E[F/X] tak F = uXE. (B6)
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Axiomatizacia

A1 U{B1, B4, B5} tvori axiomatizaciu silnej bisimulécie pre sériové
procesy. (aj nekonecné)
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Axiomatizacia

A1 U{B1, B4, B5} tvori axiomatizaciu silnej bisimulécie pre sériové
procesy. (aj nekonecné)

Theorem

A1 U Ay U{B2, B3, B4, B6} tvori axiomatizaciu o-kongruencie pre
sériové procesy. (aj nekone¢né)

| \
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Modalna logika

Majme prechodvy systém (CCS, Act, {5, x € Act}).
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Modalna logika

Majme prechodvy systém (CCS, Act, {5, x € Act}).

Definition

PL je najmensia trieda formdl taka, ze ak ¢, ¢; € PL tak aj
formuly

(i) <x>¢

(i) —¢

(iii) Aie1oi, kde I je indexova mnozina

stz PL.
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Modalna logika

Majme prechodvy systém (CCS, Act, {5, x € Act}).

Definition

PL je najmensia trieda formdl taka, ze ak ¢, ¢; € PL tak aj
formuly

(i) <x>¢

(i) —¢

(iii) Aie1oi, kde I je indexova mnozina

stz PL.

Ak zobereme v Ajci¢; za | prazdnu mnozinu, vysledni formulu
budeme oznalovat tt (true).
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Modalna logika

Neformalne vyznam formuly < x > ¢:
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Modalna logika

Neformalne vyznam formuly < x > ¢:

P spiia < x > ¢ ak P vie vykonat akciu x a vysledny proces Q
spiia ¢.
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Modalna logika

Neformalne vyznam formuly < x > ¢:

P spiia < x > ¢ ak P vie vykonat akciu x a vysledny proces Q
spiia ¢.

G=<x>ttA-<y>tt
proces moze vykonat akciu x a nemoze vykonat akciu y.
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Modalna logika

Neformalne vyznam formuly < x > ¢:

P spiia < x > ¢ ak P vie vykonat akciu x a vysledny proces Q
splna ¢.

G=<x>ttA-<y>tt
proces moze vykonat akciu x a nemoze vykonat akciu y.

p=<x>(<z>ttAN-<y>tt)
proces moze vykonat akciu x a po jej vykonani dosihne stav
(proces), ktory mdze vykonat akciu z a nemdze vykonat akciu y.
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Modalna logika

Definition

Definujme relaciu splnitelnosti (F=)medzi CCS a PL:

(i) P =< x > ¢ ak existuje P’ také, 26 P 5 P a P' = ¢
(i) P |= =g ak P = ¢

(iii) P = Nic1¢i ak Vi, i € I, P |= ¢
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Modalna logika

Definition

Definujme relaciu splnitelnosti (F=)medzi CCS a PL:

(i) P =< x > ¢ ak existuje P’ také, 26 P 5 P a P' = ¢
(i) P |= =g ak P = ¢

(iii) P = Nic1¢i ak Vi, i € I, P |= ¢

P = a.(b.Nil + c.Nil), Q@ = a.b.Nil + a.c.Nil
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Modalna logika

Definition

Definujme relaciu splnitelnosti (F=)medzi CCS a PL:

(i) P =< x > ¢ ak existuje P’ také, 26 P 5 P a P' = ¢
(i) P |= =g ak P = ¢

(iii) P = Nic1¢i ak Vi, i € I, P |= ¢

P = a.(b.Nil + c.Nil), Q@ = a.b.Nil + a.c.Nil
p=<a>(<b>tth < c>tt)
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Modalna logika

Definition

Definujme relaciu splnitelnosti (F=)medzi CCS a PL:

(i) P =< x > ¢ ak existuje P’ také, 26 P 5 P a P' = ¢
(i) P |= =g ak P = ¢

(iii) P = Nic1¢i ak Vi, i € I, P |= ¢

P = a.(b.Nil + c.Nil), Q@ = a.b.Nil + a.c.Nil
p=<a>(<b>tth < c>tt)
P
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Modalna logika

Definition

Definujme relaciu splnitelnosti (F=)medzi CCS a PL:

(i) P =< x > ¢ ak existuje P’ také, 26 P 5 P a P' = ¢
(i) P |= =g ak P = ¢

(iii) P = Nic1¢i ak Vi, i € I, P |= ¢

a.(b.Nil + c.Nil), Q@ = a.b.Nil + a.c.Nil
<a>(<b>tth < c>tt)

P
¢
PEoe
QFE

T
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Modalna logika

fFoe e
P1NP2 = Nief12)9i
Vieipi = = Niel 2di
1V o2 = Vie12)9i
P1=¢2 = 1V
<X1...Xp>¢ = <xx>---<Xp>0¢
[s]o ® <s> ¢, s € Act”

152 /203



Modalna logika

fFoe e
P1NP2 = Nief12)9i
Vieipi = = Niel ~9i
1V o2 = Vie12)9i
P1=¢2 = 1V
<X1...Xp>¢ = <xx>---<Xp>0¢

[s]o ®F s> -, s € Act”

[s]ff - proces nemdze vykonat postupnost akcii s.
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Modalna logika

Bindrna reldcia S C CCS x CCS je (silnd) bisimulacia, iff

(P, Q) € S implikuje Vs, s € Act*

1) ak P > P’ tak existuje Q' také, 7e Q > Q' a plati (P', Q) € S
2) ak Q > Q' tak existuje P’ také, Ze P > P’ a plati (P', Q') € S
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Modalna logika

Bindrna reldcia S C CCS x CCS je (silnd) bisimulacia, iff

(P, Q) € S implikuje Vs, s € Act*

1) ak P > P’ tak existuje Q' také, 7e Q > Q' a plati (P', Q) € S
2) ak Q > Q' tak existuje P’ také, Ze P > P’ a plati (P', Q') € S

Definition

- P ~o Q pre kazdé P, Q (~o= CCS x CCS)

- P ~pi1 Q ak Vs, s € Act®

1) ak P > P’ tak existuje Q' také, 2e Q > @ a plati P’ ~; @
2) ak Q > @' tak existuje P’ také, ze P > P’ a plati P’ ~) Q'
- pre kazdy limitny ordinal A

P~y Q ak Vk, k < A plati P ~y Q (N)\: MNk< Nk).
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Modalna logika

Ak k < | tak ~Cr~y. \
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Modalna logika

Ak k < | tak ~Cr~y. \

157 /203



Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dokaz.
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Modalna logika

~Q,~1,-..,~ Sl ostro klesajice.

Dokaz.
Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde
Py = b.Nil, Qo = c.Nil
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dékaz.

Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde
Py = b.Nil, Qo = c.Nil

Piy1=a(Pi+ Qi), Qi =a.Pi+aqQ;
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dékaz.

Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde
Py = b.Nil, Qo = c.Nil

Piy1=a(Pi+ Qi), Qi =a.Pi+aqQ;
Dé6kaz indukciou.
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dékaz.

Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde
Py = b.Nil, Qo = c.Nil

Piy1=a(Pi+ Qi), Qi =a.Pi+aqQ;
Dé6kaz indukciou.

Nech P,' ~j Q,' ale P,' 74;4_1 Q,'.
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dékaz.

Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde

Py = b.Nil, Qo = c.Nil

Piy1=a.(Pi+ Qi), Qiv1=a.Pi+a.Q;

Dé6kaz indukciou.

Nech P,' ~j Q,' ale P,' 74;4_1 Q,'.

P12 Pi+ Qi a Qi1 — P alebo Qi1 = Q;
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dékaz.

Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde

Py = b.Nil, Qo = c.Nil

Piri=a(Pi+ Q) Q1=aPi+aQ

Dé6kaz indukciou.

Nech P,' ~j Q,' ale P,' 74;4_1 Q,'.

Pit1 = Pi+ Qi a Qip1 > P alebo Qit1 > @
ale kedze P; ~; Q; madme

Pit1 ~it1 Qip1
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dokaz.
Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde
Py = b.Nil, Qo = c.Nil
Pit1=a.(Pi+ Qi) Qiy1=a.Pi+aqQ;
Dokaz indukciou.
Nech Pj ~; Q; ale P; it1 Q.

a a a
Pit1 = Pi+ Qi a Qit1 — P; alebo Q11 = Q;
ale kedze P; ~; Q; madme
Piy1 ~it1 Qip1
teraz ukazeme, Ze Piy1 #ito Qi1
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dokaz.
Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde
Py = b.Nil, Qo = c.Nil
Piy1=a(Pi+ Qi), Qi =a.Pi+aqQ;
Dokaz indukciou.
Nech Pj ~; Q; ale P; it1 Q.

a a a
Pit1 = Pi+ Qi a Qit1 — P; alebo Q11 = Q;
ale kedze P; ~; Q; madme
Piy1 ~it1 Qip1
teraz ukdzeme, ze Pii1 it Qit1
tjze Pi+ Qi %it1 Pia Pi+ Qi #it1 Qi
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Modalna logika

~Q,~1,...,~ SU ostro klesajice.

Dékaz.
Ukazeme, ze P; ~; Q; ale P; %;11 Q; kde
Py = b.Nil, Qo = c.Nil
Piy1=a.(Pi+ Qi), Q1 =a.Pi+a.Q;
Dokaz indukciou.
Nech Pj ~; Q; ale P; it1 Q.
a a a
Pit1 = Pi+ Qi a Qit1 — P; alebo Q11 = Q;
ale kedze P; ~; Q; madme
Pit1 ~iy1 Qi1
teraz ukazeme, Ze Piy1 #ito Qi1
tjze P+ Qi #iy1 Pia Pi+ Qi #iy1 Qi
Ak by ale P; 4+ Q; ~jt1 P;i a Pi + Q; ~j+1 Q; tak by sme mali
P; ~ir1 Q; Co je spor s predpokladom.
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Modalna logika

~wF~w+1 ak povolime neobmedzené ).
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Modalna logika

~wF~w+1 ak povolime neobmedzené ).

Dokaz.
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Modalna logika

~wF~w+1 ak povolime neobmedzené ).

Dokaz.
Nech

R 3 P

0<i<w

Ri € @+ > P

1<i<w

R E Q+Q+ Y Pi

2<i<w

R, = Q+Q1+...
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Modalna logika

Nech R=>;_,a.RiaR =R+ aR,
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Modalna logika

Nech R=>;_,a.RiaR =R+ aR,
Z predchadzajlceho vieme, ze R, ~; R; ale R,, %4i+1 R;.
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Modalna logika

Nech R=>;_,a.RiaR =R+ aR,
Z predchadzajlceho vieme, ze R, ~; R; ale R,, %4i+1 R;.
Teraz ukdZeme, ze R ~; R' pre ,i <w ateda R ~, R'.
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Modalna logika

Nech R=>;_,a.RiaR =R+ aR,

Z predchadzajlceho vieme, ze R, ~; R; ale R,, %4i+1 R;.
Teraz ukdZeme, ze R ~; R' pre ,i <w ateda R ~, R'.
Jediny zaujimavy pripad je, ked

R 3 R,
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Modalna logika

Nech R=>;_,a.RiaR =R+ aR,

Z predchadzajlceho vieme, ze R, ~; R; ale R,, %4i+1 R;.
Teraz ukdZeme, ze R ~; R' pre ,i <w ateda R ~, R'.
Jediny zaujimavy pripad je, ked

R 3 R,

ale vzdy mézeme néjst

R; také, 26 R > R a R, ~; R;, teda R ~,, R'.
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Modalna logika

Nech R=>;_,a.RiaR =R+ aR,

Z predchadzajlceho vieme, ze R, ~; R; ale R,, %4i+1 R;.
Teraz ukdZeme, ze R ~; R' pre ,i <w ateda R ~, R'.
Jediny zaujimavy pripad je, ked

R 3 R,

ale vzdy mézeme néjst

R; také, 26 R > R a R, ~; R;, teda R ~,, R'.

Zaroveli mame R #, 11 R’ kedZze R; %, R,,.
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Modalna logika

Nech ¢ =< a > [a](< b > ttA < c > tt)
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Modalna logika

Nech ¢ =< a > [a](< b > ttA < c > tt)

Potom mame

Py = &
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Modalna logika

Nech ¢ =< a > [a](< b > ttA < c > tt)

Potom mame

Py = &

ale

QE9
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Modalna logika

Nech ¢ =< a > [a](< b > ttA < c > tt)

Potom mame

Py = &

ale

QE9

Podobne mézeme rozliSit kazdé P; a Q;.
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Modalna logika

Uvazujme modifikaciu PL takd, Ze za zakladny operator budeme
povazovaz < s > pre s € Act™.

depth(< s > ¢) % depth(¢) + 1

depth(—¢) def depth(¢)
depth(Aici9i) =4 supic{depth(¢:)}

Pre kazdy ordinal k definujeme:
PL = {6, depth(s) < Kk}
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Modalna logika

(i) Pre kazdy ordinal k plati
P~y Q iff pre kazdé ¢, € PLk, P E ¢ < Q = ¢.
(ii) P ~ Q iff pre kazdé ¢, € PL, P = ¢ < Q = ¢.
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Modalna logika

Dokaz.
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Modalna logika

Dokaz.
Stadi ukazat (i) kedze to implikuje (ii).
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Modalna logika

Dokaz.
Stadi ukazat (i) kedze to implikuje (ii).
=
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Modalna logika

Dokaz.

Stadi ukazat (i) kedze to implikuje (ii).
=

Nech P~, Q a P |= ¢ pre ¢ € PLy.
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Modalna logika

Dokaz.

Stadi ukazat (i) kedze to implikuje (ii).
=

Nech P~, Q a P |= ¢ pre ¢ € PLy.
Chceme ukazat, ze potom Q = ¢.
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Modalna logika

Dokaz.

Stadi ukazat (i) kedze to implikuje (ii).
=

Nech P~, Q a P |= ¢ pre ¢ € PLy.
Chceme ukazat, ze potom Q = ¢.
Najzaujimavejsi pripad je, ked

¢ =<s>¢ adepth(¢) =1,1< k.
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Modalna logika

Doékaz.

Stadi ukazat (i) kedze to implikuje (ii).

=

Nech P~, Q a P |= ¢ pre ¢ € PLy.

Chceme ukazat, ze potom Q = ¢.
Najzaujimavejsi pripad je, ked

¢ =<s>¢ adepth(¢) =1,1< k.

Potom P = P’ pre nejaké P/, také, 7e P’ E .
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Modalna logika

Doékaz.

Stadi ukazat (i) kedze to implikuje (ii).

=

Nech P~, Q a P |= ¢ pre ¢ € PLy.

Chceme ukazat, ze potom Q = ¢.
Najzaujimavejsi pripad je, ked

¢ =<s>¢ adepth(¢) =1,1< k.

Potom P = P’ pre nejaké P/, také, 7e P’ E .
Z P~y Q plynie P ~;11 Q a teda

Q> Q pre nejaké Q' a P ~; Q.
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Modalna logika

Doékaz.

Stadi ukazat (i) kedze to implikuje (ii).

=

Nech P~, Q a P |= ¢ pre ¢ € PLy.
Chceme ukazat, ze potom Q = ¢.
Najzaujimavejsi pripad je, ked

¢ =<s>¢ adepth(¢) =1,1< k.
Potom P = P’ pre nejaké P/, také, 7e P’ E .
Z P~y Q plynie P ~;11 Q a teda

Q> Q pre nejaké Q' a P ~; Q.

Z indukéného predpokladu méme Q' = ¢'.
odkial mdme Q E ¢.
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Modalna logika

=
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Modalna logika

=
Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze

PE¢aQiFo
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Modalna logika

=

Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PE¢aQlEo
Uvazujme pripad, ze k = [ + 1.
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Modalna logika

=

Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PEdaQis

Uvazujme pripad, ze k = [ + 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze pre nejaké s a
P', P 3 P apre kazdé Q" ak Q > Q' tak P’ 4, Q'.
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Modalna logika

=

Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PE¢aQlEo

Uvazujme pripad, ze k =/ + 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze pre nejaké s a
P', P 3 P apre kazdé Q" ak Q > Q' tak P’ 4, Q'.

Nech {Q;,i € I} je mnozina vSetkych s derivatov Q.
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Modalna logika

=
Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PE¢aQlEo

Uvazujme pripad, ze k =/ + 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze pre nejaké s a
P', P 3 P apre kazdé Q" ak Q > Q' tak P’ 4, Q'.

Nech {Qj, i € I} je mnozina vSetkych s derivatov Q.

Potom pre kazdé i,i € I, P’ #; Q;.
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Modalna logika

=
Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PE¢aQlEo

Uvazujme pripad, ze k = [ + 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze pre nejaké s a
P', P 3 P apre kazdé Q" ak Q > Q' tak P’ 4, Q'.

Nech {Qj, i € I} je mnozina vSetkych s derivatov Q.

Potom pre kazdé i,i € I, P’ #; Q;.

Podla indukéného predpokladu existuji formule ¢;, ¢; € PL; také,
ze P’|:¢,-a Q,l;égf),
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Modalna logika

=
Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PE¢aQlEo

Uvazujme pripad, ze k = [ + 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze pre nejaké s a
P', P 3 P apre kazdé Q" ak Q > Q' tak P’ 4, Q'.

Nech {Qj, i € I} je mnozina vSetkych s derivatov Q.

Potom pre kazdé i,i € I, P’ #; Q;.

Podla indukéného predpokladu existuji formule ¢;, ¢; € PL; také,
ze P’|:¢,-a Q,l;égf),

Zoberme ¢ =< 5 > Ajci;.
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Modalna logika

=
Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PE¢aQlEo

Uvazujme pripad, ze k =/ + 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze pre nejaké s a
P', P 3 P apre kazdé Q" ak Q > Q' tak P’ 4, Q'.

Nech {Qj, i € I} je mnozina vSetkych s derivatov Q.

Potom pre kazdé i,i € I, P’ #; Q;.

Podla indukéného predpokladu existuji formule ¢;, ¢; € PL; také,
ze P’|:¢,-a Q,l;égf),

Zoberme ¢ =< 5 > Ajci;.

Lahhko vidno, ze P =9 a Q= ¢ a ¢ € PLy.
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Modalna logika

=
Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PE¢aQlEo

Uvazujme pripad, ze k =/ + 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze pre nejaké s a
P', P 3 P apre kazdé Q" ak Q > Q' tak P’ 4, Q'.

Nech {Qj, i € I} je mnozina vSetkych s derivatov Q.

Potom pre kazdé i,i € I, P’ #; Q;.

Podla indukéného predpokladu existuji formule ¢;, ¢; € PL; také,
ze P’|:¢,-a Q,l;égf),

Zoberme ¢ =< 5 > Ajci;.

Lahhko vidno, ze P =9 a Q= ¢ a ¢ € PLy.

Nech k je limitny ordinal. Potom P +; Q pre nejaké [,/ < k.
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Modalna logika

=
Nech P 7, Q. potom najdeme formulu ¢, ¢ € PLy, takl ze
PE¢aQlEo

Uvazujme pripad, ze k =/ + 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze pre nejaké s a
P', P 3 P apre kazdé Q" ak Q > Q' tak P’ 4, Q'.

Nech {Qj, i € I} je mnozina vSetkych s derivatov Q.

Potom pre kazdé i,i € I, P’ #; Q;.

Podla indukéného predpokladu existuji formule ¢;, ¢; € PL; také,
ze P’|:¢,-a Q,l;égf),

Zoberme ¢ =< 5 > Ajci;.

Lahhko vidno, ze P =9 a Q= ¢ a ¢ € PLy.

Nech k je limitny ordinal. Potom P +; Q pre nejaké [,/ < k.
Potom podla indukcie existuje ¢, ¢ € PL také, ze P = ¢ a Q [~ ¢
ale ¢ € PL.
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