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Modalna logika: Hennessy - Milner logika

® = true|false|®; A O3|P1 V Ol [K]P| < K >

kde K C Act a Act je mnoZina akcii.

skratky: tt za true a ff za false

P tt

P - ff

P):q)l\/q)g iffP):q)l aIeboP|:<D2

P):q)l/\q)g ifFP):d)laP):d)g

Pk [K]® iff VR € {P/|P % P/, x € K} plati R |= ®
PE<K>oiff IR (PP P x € K} také, 2e R = &
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Hennessy - Milner logika

Skratky:

—K miesto Act \ K
—ai,...,a, miesto —{a1,...,an}
— miesto —()

[—]ff - deadlock
Nil = [—]ff

P mbZe vykonat a a len a:

PE< — > ttN[—alff

(K)o €< K > tt A [-K]fF A [-]® ,
len K akcie sa mdZu vykonat a po vykonani K akcie vysledok spliia
)
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Hennessy - Milner logika

Ako dalia akcia sa musi vykonat a:
(a)tt

Pl=(a)ttiff IRE{PIPSP}a{P|IPLP atbl=0
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Hennessy - Milner logika

Rozsirenie:
PEI]l (¢ iff VR e {P|P= P’} RE®
PE<< >>0iff 3R {P'|IP=P'} RE®

[| ]] a << >> sa nedaji nahradit pomocou [ | a < >.

5/38



Hennessy - Milner logika

Nech

Dy = T.Nil
D,'+]_ = T. D,’
D % anil

a A a
i+1 = 7.D;

Nech velkost formuly v (|1]) je potet vyskytov V, A, [K], < K >.

Nech |¢| = n (3 neobsahuje [| || a << >>). Potom pre kaZdé m,
m>n

Din | 1 iff Dy = 4
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Modalna logika

Definujme nové moddlne operatory
K,K C A (Act =AU {7})

(Ko < [ 11K o

<< K>>9 d§f<< S>> K ><< >>
PE[K[®iffYRe{P|P2 P, acK} R=¢

PE<<K>>0iff IRE{P|P2 P acK} RE®
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Modalna logika

P mbZe vykonat a a len a:
PE< — > ttN[—alff
obdoba << — >> tt A[| — a||ff

Nech:
Cl = tick.Cl
Cl' = tick.ClI' + T.Nil

Cl'' E<< — >> tt A\ || — tick|]ff
ale CI" sa méze dostat do deadlocku, t.].

CrE] << —>>tt
Vylepsime to formulou ® = [| || << — >> tt A [| — tick||ff

ClE o
Cl' i @
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Modalna logika

Nech:
Cl" = tick.Cl" +7.CI"

Cl"E=o
ale CI” nemusi nikdy vykonat tick.

Proces diverguje ak mdZe stale vykondvat interné 7 akcie (P 1).
Proces konverguje ak nediverguje (P |).

clladc"?

Zatial toto nevieme vyjadrit modalnou logikou.
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Modalna logika

Zavedieme nové operatory.
P=[Ll|®iffPlaVRec{P|IPS P} RE®

PE[lK|®iffPlaVRe{P|IP2 P acK} RE®
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Modalna logika

kombinacie:
[IK 1] [ KT L]
1KLL - [ LKL ]

To &o sme chceli pévodne vyjadrit je teda:
O =[] << —>>tt A[| — tick||ff

Cl= o a CI" i @
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Modalna logika

Nech

cr % i
cr+t € tick.clf

a

PE S oCaREPic

Potom P « R ale nedaju sa rozlgit Ziadnou formulou, t.j. V& plati
Pl oiff R E o.
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Modalna logika

Definition

Proces P volame bezprostredne image finite ak mnoZina
{P'|P % P’ x € Act} je konetna.

Proces volame image finite ak kazdy proces z

{P'|P 2 P’ s € Act*} je bezprostredne image finite.

Ak P, Q su image finite a Vo plati P |= ® iff R = ® potom
P~ R.
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Tempordlne vlastnosti

Pomocou predchadzajicich modalnych formil nevieme vyjadrit
vlastnosti, ako:

- akcia x je vZdy mozna,

- akcia x sa raz musi vykonat,
- ak sa raz vykona akcia x, tak potom sa raz bude méct vykonat

akcia y.

Definujme:
19|° = {P € £|IP = &}
t.j. podmnozina &, ktord spI/r“la P.
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Tempordlne vlastnosti

Priama definicia:

) € ¢

111 %< g
o AWIE E |o]| N[
[V wE L o) u |||
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Tempordlne vlastnosti

Zavedieme zobrazenie:

1§11 : 25 — 2°
pre € {[K, <K >, [| ], << >>,[[ L]}

1§11° = [1¢l1°1|[|*

KINIE(X) ={Pec&lak PL P ayeKtak Pl e X}

|| < K> [|5(X) = {P € €| existuje P’ € X, existuje y € K a P 5 P’}
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Tempordlne vlastnosti

Priklad:
Ch = tick.tak.Ch
&= {C/l, tak.C/l}

|| < K> |[|5(X) = {P € €| existuje P' € X, existujey € K a P % P'}

| < tick > tt||¢ = || < tick > ||¥]|tt]|¢
= || < tick > ||°€
(P € &| existuje P’ € £, P ¥ P}
{Ch}
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Tempordlne vlastnosti

MnoZina procesov & je transition closed ak

ak PeEaP S P tak PPeé&

‘P - bude neprazdna transition closed mnoZina procesov.
P(E) - bude najmensia transition closed mnoZina procesov
obsahujica £.

Ak P € P tak P € ||®||P iff P |= ®. \
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Temporalne vlastnosti

Nech £ C F. Potom

1@]]” née
lo]"ue

15117€

N 1N 1N

[o][” nF
[o][7 uF
14117 F
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Tempordlne vlastnosti

Majme retazec podmnozin P = {&; C P|i > 0,&; C &j ak i < j}.

|87 je spojity, ak pre kaZdy takyto refazec plati:

181 & = U IkIPe
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Tempordlne vlastnosti

Nech P = {CI’, Cl|i > 0}.

Cl je rézne od ostatnych v P tym, Ze vie urobif lubovolne vela krat
tick. Tato vlastnost rozdeluje P na dve &asti {C/} a P\ {Cl} ale
tiito vlastnost neméZeme vyjadrit jednou formulou.

Pre kazdé ® ak Cl € ||®||F tak existuje j,j > 0 také, Ze pre k > j
Cik e ||®||”.
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Tempordlne vlastnosti

Beh procesu Py je kone&nd alebo nekone&nd postupnost:
Po PSP 5

Ak ma beh konetnd dizku tak jeho posledny proces je deadlock.
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Tempordlne vlastnosti

Ideme vyjadrit, Ze proces Cl mdze vykonat akciu tick:

d
Z € < tick > tt

Ideme vyjadrit, Ze proces Cl mdze stdle vykondvat akciu tick:

7% tick > 7

E=|| < tick > ||P€ = {P € P| existuje P' € £, P i Py
t.j € je pevny bod nasledujticej funkcie:

f(X) = || < tick > |”X
teda f(£) =&
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Tempordlne vlastnosti

Inak povedané, &£ je pre-pevny bod funkcie f, t.j.
f(E)C €& (|| < tick > ||FEC€)
a zarovefi post-pevny bod funkcie f, t.j.

ECF(E) (EC| < tick > ||PE)
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Tempordlne vlastnosti

Z toho dostdvame dve podmienky pre riesenie:

PRE: _
Ak PePaP™p apcgpotomPeck.

POST: ,
Ak P € € potom P "X P’ pre nejaké P’ € £.

Ak P = {Cl} tak tloha m3 dve riesenie (), {CI}, 0 C {Cl} -
najmensie a najvacsie.
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Tempordlne vlastnosti

Priklad:
P = {C,'|i S N}
Go déf tick.Cy + inc.Cy
Goit ged inc.Cyjto + dec.Cy;
Goigo dgf tick.Cojyo + inc.Cji3 + dec. Cpjtq

Kad4 podmnoZina {Co;|i € N} spitia PRE a POST.
() je najmengie riesenie,
{Gyjli € N} je najvicsie riefenie a ma to nekonetne vela riegent.

Nech P je generované z Ch = tick.tak.Cl;. Potom to ma len
jedno riedenie - ().
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Temporalne vlastnosti

Vo v8eobecnosti maju takéto rovnosti dve Specialne rieenia -
najvacsie a najmensie (v mnoZinovom zmysle - C), i ked tieto
moZzu byt rovnaké.

Najmensie rieSenie je prienik vSetkych pre pevnych bodov a
najvacsie je zjednotenie vietkych post=pevnych bodov.

Theorem

Nech P je mnoZina a nech g : 2F — 2P je monotdnne zobrazenie
vzhladom na C. Potom
- g ma najmensi pevny bod vzhladom na C dany

(e < Plg(€) c &

- g md najvasi pevny bod vzhladom na C dany

Ute cPle c g(é)}
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Tempordlne vlastnosti

Ozan&me

- najmensi pevny bod uZ. < tick > Z
- najvacsi pevny bod vZ. < tick > Z
rovnice

Z =< tick > Z

najmengie riedenie () nehovori nik.
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Tempordlne vlastnosti

Nech £ C P pozostdva zo vSetkych procesov, ktoré maju

nekonecny beh

tick tick tick
Po— P1L—= P, — ...

Zrejme to spiiia POST a teda to musi byt v vZ. < tick > Z. Nech
existuje £ C &', ktoré tiez spliia POST. Nech

Q €&’ \ E.

Z POST mame, Ze Qo tick Q1 a Q1 € & ale opat @1 tick Q; atd. a
to je v spore ze Qo € £

Teda &£ je najva&sie rieSenie Z =< tick > Z - vyjadruje schopnost
staleho tikania, o sme predtym nevedeli vyjadrit.
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Tempordlne vlastnosti

Vo v&eobecnosti, vZ. < K > Z vyjadruje schopnost vykanavat
akcie z K donekonedna.

vZ. < — > Z - nekonetné chovanie
vZ. < 1 > Z - divergencia

Predchddzajiica veta sa da aplikovat na kazdd modélnu rovnicu

7 WV, kde W pozostava z modalnych a boolovskych spojok,

konstant tt, ff a Z.
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Tempordlne vlastnosti

Nech W neobsahuje Z a
Z=VW<K>Z

kazdé riegenie £ C P musi spliiat
E=VIPUll<K>|PE

PRE (£(&) C &)
ak PcPa(PEWValebo PX P prex € Ka P € &) potom
Pe&

POST (€ C £(£))

ak P € &£ potom P =V alebo P % P’ pre nejaké x € K a nejaké
P eé&
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Tempordlne vlastnosti

- najmensie rieSenie je prienik vSetkych PRE a najvacsie rieenie je
zjednotenei vietkych POST

- kazdé riesenie £ ¢o spfrvla PRE musi obsahovat tie procesy z P s
vlastnostou V.

Obsahuje aj tie, ¢o nemaju vlastnost W ale méZu vykonat
postupnost akcii z K a vysledok spliia V.

Py mé vIastnosf ,uZ.\Il\/ < K > Z ak
Po %P5 P25
kde P, = W pre nejaké n a pre j < n plati x; € K.

Maximélne rieSenie obsahuje i proces, ked W nikdy nebude platit.
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Tempordlne vlastnosti

puZVWV < —>7
raz bude WV platit
puZVV <1t>Z7

<< >>V
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Tempordlne vlastnosti

Nech W neobsahuje Z a
Z=VUAN<K>Z

- najmensie riedenie ff

- najvacsie rieSenie

POST (€ C f(£))

ak P € £ potom P=WV a P % P’ pre nejaké x € K a nejaké
P e&

procesy maju nekoneéné behy a vietky spfﬁajﬂ v
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=P =P\ [[w”

no nechceme negaciu - kedZe s ou nie je zaru&end monotdénnost a
teda rieSenie rovnic - existencia pevného bodu

Priklad:
Z=—7

Mohli by sme pouZivat negéciu ak by v rovnici
Z=V

v W bolo Z obsiahnuté v rozsahu parneho poctu negécii.
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negdcii sa mozno vyhnait

Ve ... komplementarna formula k W

ttc = ff

ffe = tt
(WAD) = Vv o°
(VVo) = VAP
([KJW)e = <K>we

(< K>V¥) = [K]ve

(nZV) = vzZve
(vzZW) = pzve
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Priklad:
(< tick > ttA < tak >)¢ = [tik]|ff V [tak]ff

[wel” =P\ [[v]|”
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Priklad:
vZ <1 > Z ... divergencia
(vZ < 17> Z)° = pZ[r]Z ... konvergencia

P m3 vlastnost uZ[K]Z ak nedokéZe urobit nekone&ny beh
pozostavajuci vyluéne z K akcii.

P m3 vlastnost Z[—]Z ak nema nekone&né behy.

(neznamend to, Ze existuje n také, Ze po n krokoch proces skon&i)
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