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Organizacia kurzu

Organizacia kurzu :

Prednasky najdete na tejto stranke, vzdy v den, kedy su v
rozvrhu.

Budete dostavat domace ulohy, ich odovzdanie je povinné v
termine pred nasledovnou prednaskou, do 12.00 hod. Toleruje
sa max jedna uloha odovzdana po termine.

Riesenia mi posielajte ako jedno pdf-ko (ak nebude uvedene
inak), kludne to moze byt aj rukou pisané, na adresu

Ulohy nebudem znamkovat.

Cvicenia budu pre tych, ktori mali problém s ulohou alebo si nie
su isti, Ci maju dobre vyriesenu ulohu. Budu sa konat po
prednaske.


mailto:damas.gruska@gmail.com

V pripade napadnej podobnosti odovzdanych uloh, dalSie
budem hodnotit znamkou Fx.

Pocas semestra budete pisat dva testy. Prvy zhruba v polovici
semestra a druhy na poslednej prednaske. Hodnotenie
tychto testov bude zaklad pre hodnotenie kurzu. Ak s nim
nebudete suhlasit, mbzete si znamku opravit. Kto testy z
nejakych dovodov nebude mdct pisat, bude ich musiet
dopisat dodatocne.

Samotné slidy nie su urcené na samostudium!!!



Computer performance

Name } Unit | Value

.kiIoFLOPS .kFLOPS 103
.megaFLOPS .MFLOPS.1O6
'gigaFLOPS .GFLOPS.109
teraFLOPS .TFLOPS.1O12
.petaFLOPS ‘PFLOPS'1O15
exaFLOPS 'EFLOPS‘1O18
ZettaFLOPS .ZFLOPS ‘1021
.yottaFLOPS .YFLOPS '1024
.ronnaFLOPS ‘RFLOPS '1027

quettaFLOPS |QFLOPS [1030



Rank

System

Frontier - HPE Cray EX235a, AMD Optimized 3rd
Generation EPYC 64C 2GHz, AMD Instinct MI250X,
Slingshot-11, HPE

DOE/SC/Oak Ridge National Laboratory

United States

Supercomputer Fugaku - Supercomputer Fugaku,
Ab4LFX 48C 2.2GHz, Tofu interconnect D, Fujitsu
RIKEN Center for Computational Science

Japan

LUMI - HPE Cray EX235a, AMD Optimized 3rd
Generation EPYC 64C 2GHz, AMD Instinct MI250X,
Slingshot-11, HPE

EuroHPC/CSC

Finland

Leonardo - BullSequana XH2000, Xeon Platinum 8358
32C 2.6GHz, NVIDIA A100 SXM4 64 GB, Quad-rail NVIDIA
HDR100 Infiniband, Atos

EuroHPC/CINECA

Italy

Summit - IBM Power System AC922, IBM POWER9 22C
3.07GHz, NVIDIA Volta GV100, Dual-rail Mellanox EDR
Infiniband, IBM

DOE/SC/Oak Ridge National Laboratory

United States

Sierra - IBM Power System AC922, IBM POWER9 22C
3.1GHz, NVIDIA Volta GV100, Dual-rail Mellanox EDR
Infiniband, IBM / NVIDIA / Mellanox
DOE/NNSA/LLNL

United States

Sunway TaihuLight - Sunway MPP, Sunway SW26010
260C 1.45GHz, Sunway, NRCPC

National Supercomputing Center in Wuxi

China

Cores

8,730,112

7,630,848

2,220,288

1,463,616

2,414,592

1,572,480

10,649,600

Rmax
(PFlop/s)

1,102.00

442.01

309.10

174.70

148.60

94.64

93.01

Rpeak
(PFlop/s)

1,685.65

537.21

428.70

255.75

200.79

125.71

125.44

Power
(kW)

21,100

29,899

6,016

5,610

10,096

7,438

15,371



TOP10 System - November 2023

Rmax and Rpea values are in PFlop/s. For more details about other fields, check the TOP500 description.

Rpeak values are calculated using the advertised clock rate of the CPU. For the efficiency of the systems you should take into
account the Turbo CPU clock rate where it applies.

Rmax Rpeak Power
Rank System Cores (PFlop/s) (PFlop/s) (kW)

1 Frontier - HPE Cray EX235a, AMD Optimized 3rd 8,699,904 1,194.00 1,679.82 22,703
Generation EPYC 64C 2GHz, AMD Instinct MI1250X,
Slingshot-11, HPE
DOE/SC/0ak Ridge National Laboratory
United States

2 Aurora - HPE Cray EX - Intel Exascale Compute Blade, 4,742,808 585.34 1,059.33 24,687
Xeon CPU Max 9470 52C 2.4GHz, Intel Data Center GPU
Max, Slingshot-11, Intel
DOE/SC/Argonne National Laboratory
United States

8 Eagle - Microsoft NDv5, Xeon Platinum 8480C 48C 2GHz, 1,123,200 561.20 846.84
NVIDIA H100, NVIDIA Infiniband NDR, Microsoft
Microsoft Azure
United States

4 Supercomputer Fugaku - Supercomputer Fugaku, 7,630,848 442.01 537.21 29,899
A6LFX 48C 2.2GHz, Tofu interconnect D, Fujitsu
RIKEN Center for Computational Science
Japan

5 LUMI - HPE Cray EX235a, AMD Optimized 3rd Generation 2,752,704 379.70 531.51 7,107
EPYC 64C 2GHz, AMD Instinct MI250X, Slingshot-11, HPE
EuroHPC/CSC
Finland

6 Leonardo - BullSequana XH2000, Xeon Platinum 8358 1,824,768 238.70 304.47 7,404
32C 2.6GHz, NVIDIA A100 SXM4 64 GB, Quad-rail NVIDIA
HDR100 Infiniband, EVIDEN
EuroHPC/CINECA
Italy

7 Summit - IBM Power System AC922, IBM POWER9 22C 2,414,592 148.60 200.79 10,096
3.07GHz, NVIDIA Volta GV100, Dual-rail Mellanox EDR
Infiniband, IBM
DOE/SC/0ak Ridge National Laboratory
United States

8 MareNostrum 5 ACC - BullSequana XH3000, Xeon 680,960 138.20 265.57 2,560
Platinum 8460Y+ 40C 2.3GHz, NVIDIA H100 64GB,
Infiniband NDR200, EVIDEN
EuroHPC/BSC
Spain



Cerebras WSE-2 Largest GPU
46,225mm? Silicon 826mm? Silicon
2.6 Trillion transistors 54.2 Billion transistors

850k cores



Distribuované vypocty

Pomocou internetu spojené osobné pocitace

SETI@Home - 769 TFLOPS

BOINC - 5.428 PFLOPS (1petaflops=1000 TFLOPS)

Berkeley Open Infrastructure for Network Computing (rézne
aplikacie matematika, medicina, klimatolodgia, astofyzika, ...)

Folding@Home - 5,6 PFLOPS
(simulacie, molekularna biologia)



Training compute (FLOPs) of milestone Machine Learning systems over time
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Training compute (FLOPs) of milestone Machine Learning systems over time
n=83
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Cena

Cena za jednu GFLOPS

1961 - 1 100 000 000 000 USD- 17 miliénov pocitacov IBM 1620 po 64 000%
1984 - 15000 000 USD Cray X-MP

1997 - 30 000 USD dva 16-procesorové Beowulf klustre s Pentium Pro

2000, april - 1 000 USD Bunyip Beowulf kluster

2003, august - 82 USD KASYO

2013, december - 0.12 USD Intel Pentium G550 2.6GHz Dual-Core Processor



Uvod do paralelného programovania

e Ciel kurzu:

naucit systémovy navrh rieSenia Uloh paralelného programovania pre
rozne typy architektur a pomocou logickeho kalkulu naucit dokazat
spravnost tychto rieseni

e Plan kurzu:
syntax jazyka UNITY, Specifikacna logika, typy architektur

rieSenie konkrétnych uloh paralelného programovania z réznych oblasti
(operacne systemy, fault tolerant systémy, protokoly ...)

iné paralelné jazyky, iné specifikacné logiky

e Literatura:

K. M. Chandy, J. Misra: Parallel Program Design. Addison-Wesley 1988
C. Stirling: Modal and Temporal Properties of Processes, Springer 2001
P.S. Pacheci: An Introduction to Parallel Programming, Elsevier, 2011
M.J. Sottile: An Introduction to Concurrency in Programming Languages,
CRC Press, 2009

A. Udaya Shankar, Distributed Programming, Springer, 2013,

R. Harper, Practical Foundation for Programming Languages, Cambridge
University Press, 2016
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Uvod

e Historia:

e 50-te roky: sekvencné programy boli Sité na mieru pre dany
hardvér (instrukcie procesora, velkost paméate, sposob
adresovania atd.)

e Cestou na prekonanie tejto nevyhody boli jazyky vyssej Urovne
(Fortran, Algol, Pascal, C, C++, Java, ....)

e paralelné programy dnes pripominaju sekvencné programy z
50-tych rokov — programator musi vediet typ architektlry
(synchrénna, asynchrdénna, distribuovana), pocet procesorov
atd. Neexistuje ,univerzalny" paralelny programovaci jazyk
typu C, Java.

e RiesSenie v dvoch krokoch:
e abstraktné riesenie (nezavislé na architekture)
o efektivne ,zjemnenie" pre konkrétnu paralelnd architekturu

14



Zakladné cCrty teorie, ktord budeme
pouzivat:

Nedeterminizmus (je to jednoduchsie s nim a postupnym
zjemnenim moze byt odstraneny); niektoré systémy su zo
svojej povahy nedeterministicke, napr. OS

absencia ,,control flow"

synchrénnost a asynchréonnost

stavy a priradenia (prechodové systémy)

kod programu nie je prepleteny s dokazom

spravnost (zavisi len od programu) a zlozitost (zavisi od
programu a jeho implementacie na konkrétnej architekture)
s oddelené

15



UNITY

Unbounded Nondeterministic Iterative Transformations

Programy:
e deklaracie premennych
e Specifikacia pociatocnych hodnot
e mnozina priradeni
Vykonanie:
e zacina zo stavu vyhovujuceho vstupnej (pociatocnej) podmienke
e program sa vykonava donekonecna

e v kazdom kroku sa nedeterministicky vyberie priradovaci prikaz a
ten sa vykona

e kazdy prikaz sa vyberie nekonecne vela krat
Nespecifikuje sa:

e kedy sa prikaz vykona

e kde sa vykona

16



UNITY

Programy sa dalej alokuju na konkrétne architektury, kde sa
uz specifikuje viac

Stav sa vola pevny bod, ak vykonanim lubovolného prikazu
program prejde do toho istého stavu

Predikat FP charakterizuje pevny bod

Stabilny predikat je taky, ktory ked' raz plati, plati potom uz
stale

(Pozor: angl. eventually znamena urcite niekedy/raz iste)

(FP je stabilny)

17



Priklad: Urcenie terminu schodzky

Uloha: urdit najblizsi vyhovuijuci ¢as (pre 3 osoby),
kedy sa mo6zu stretnut

F ma volnhy len kazdy pondelok, tak vzdy povie datum
najblizsieho pondelka; f, g, h su funkcie zodpovedajuce
osobam F, G, H (,,Co povedia")

com(t) = {t=f(t) =g(t) = h(t) } (boolovska funkcia)

Specifikacia: dané s monoténne neklesajlce ¢&iselné
fukcie f, g, h také, ze pre kazdé t plati:

o A)>tArg(t)>tnah(t)>t

o f(f(t)) = f(t) A g(g(t)) = g(t) n h(h(t)) = h(t)

e existuje z takeé, ze com(z) plati

18



e Treba najst program, ktory ma nasledujuci stabilny
predikat:
e r=min{ t | com(t) }

e ROzne stratégie:

e F, G, H sedia za okruhlym stolom a posielaju si listoCky s
najblizSim vyhovujucim Casom; ked’ listok obehne dookola
bez zmeny, tak je to dohodnuté

e Ustredny koordinator: kazdy mu posle svoj navrh, ten
naspat posle vSetkym maximum; opakuje sa to, az
koordinator nedostane naspat to isté, ¢o poslal

e aukcia (kto da viac), prekrikovanie

19



UNITY rieSenia 1

Program P1
assignr:=min{u | 0<u<zacom(u)}
end{P1}

na sekvencnej architektire: zlozitost O(z)
ked' ma z procesorov: O(log z) krokov
nevyhoda: zbytocne testuje hodnoty, napriklad u také, ze t < u < f(t)

20



UNITY riesenia 2

Program P2
initially r=0
assignr:=f(r)ur:=g(r)or:= h(r)
end {P2}

Dokaz spravnosti:
e 1:invariant (0<r) AVu(0 <u<r= —-com(u))
(z toho vieme, ze r < z)

ukazeme, ze na zacCiatku je true a ze vykonanie
hociktorého prikazu ho zachovava

o 2:FP=r=fr)Ar=g(r) Ar=~h(r) t.j. FP= com(r)

21



Pokracovanie dokazu

e z1 a2 vyplyva, ze ak program dosiahne pevny bod, tak
tento je najskorsim Casom stretnutia

e Treba este ukazat, ze kazdé vykonavanie programu
vedie k pevhému bodu

e 3: Ukazeme, ze ak —FP A r = K v nejakom bode
vypoctu, tak neskoér bude platit r > K

e z 1 vieme, ze r nemoOze stupat cez z, teda raz urcite
bude musiet FP platit

e z2mame -FPAr=K=K < f(K) vK < g(K)vKKc<
h(K);

e nech K < f(K); ale raz sa r := f(r) musi vykonat a tak
sa r zvysi

22



UNITY riesSenia 3

RieSenie s ,centralnym koordinatorom™:

Program P3

initially r=0

assign r := max{ f(r), g(r), h(r) }
end{P3}

Alokovanie na von Neumannovskom pocitaci

opakovat sekvenciu r := f(r); r := g(r); r := h(r) az kym sa
nedosiahne pevny bod, teda prikaz r := h(g(f(r)))

moze byt vyhodnejsie ¢astejsie aplikovat f nez g, h
r:=fr);, r:=qg(r); r:=Ffr); r:=h(r
r = h(f(g(f(r)))

P2 mozno alokovat na pocita¢ s 3 procesormi, kazdy pre jednu
osobu

spravnost tychto pristupov aj programu P3 plynie z dokazu
spravnosti pre P2

23









UNITY Program Structure

Program program_name
declare declare_section
always always_section
initially initially_section
assign assign_section

end

program_name: string of text
(ak je telo sekcie prazdne, mozeme zodpovedajuce klucove
slovo vynechat)

declate_section: PASCAL like (int, boolean, array, set...)

always_section: definuje niektoré premenné ako funkcie inych;
podmienky, ktoré vzdy platia (invarianty)

initially_section: definuju pociatocné hodnoty premennych;
neinicializovane maju lubovolnu hodnotu

assign_section: obsahuje mnozinu priradovacich prikazov

26



UNITY Program Structure 2

Vykonavanie programu zacina v stave, ked premenné maju
hodnoty priradené v initially_section

V kazdom kroku jeden prikaz je vykonany v nahodnom poradi

Pocas nekonecného vypoctu kazdy prikaz je vykonany
nekonecne vela krat

Stav programu sa vola FIXED POINT, ak vykonanie
ktoréhokolvek prikazu tento stav nezmeni

Programy nemaju vstupno-vystupné prikazy

27



UNITY Program Structure 3

Assignment Statement

xX,y,2:=0,1, 2
xX,y:=0,1]||lz:=2

(I1j:0<j<N:t A[lj] := B
znamena A[0] := B[0] || ... || A[N] := B[N]

X =-1ify<0~0ify=0~1ify>0

28



UNITY Program Structure 3

Structure of Assignment Statement (assign_stat)
assign_stat — assign_comp { || assign_comp }

Assignment component (assign_comp)
assign_comp — enum_assign | quantif_assign

premenna sa mdze vyskytnut aj viac rdz na lavej strane, je vSak
zodpovednostou programatora, ze vsetky hodnoty, ktoré su jej
priradené, su identicke

kazda assignment-component je vykonavana nezavisle a simultanne
|| (dve Ciary): sucasné (synchronne) vykonanie

{...}: nula alebo viac krat



UNITY Program Structure 4

Enumerated assignment (enum_assign)
enum_assign — variable_list := expr_list

variable_list —» variable { , variable }
expr_list —» simple_expr_list | conditional_expr_list

simple_expr_list —» expr { , expr }
conditional_expr_list — simple_expr_list if bool_expr
{ ~ simple_expr_list if bool_expr }

Expression (expr), Boolean expression (bool_expr): PASCAL like

e hodnoty vsetkych expr na pravej strane a indexov na lavej strane su
vyhodnotené a potom priradené premennym na lavej strane

e Conditional_expr: ak ich je viac true, tak zodpovedajuce
simple_expr_list musia mat rovnakd hodnotu — musi to byt
DETERMINISTICKE

30



UNITY Program Structure 4

Priklady:

vymenenie obsahu X, y:
X,y =y, X

absolutna hodnota y je x:
X:=yify>0~ -y ify<0

sum, j:=sum + A[j],j+ 1ifj <N



UNITY Program Structure 5

Quantified assignment (quant_assign)
quant_assign — ( || quant assign_stat )

Quantification (quant)
quant — variable_list: bool_expr ::

premenné z variable_list sa nazyvaju viazané

rozsah quant je dany zatvorkami ()

“pripad vyhovujuci quant™ je mnozina hodnoét viazanych premennych
pre ktoré plati bool_expr

quant_assign znamena nula alebo viac assign_comp ziskanych (z
assign_ stat) nahradenim viazanych premennych ich ,pripadmi*,
,pripadov" musi byt konec¢ne vela



UNITY Program Structure 5

Priklady

A[0..N], B[0..N] of int, treba priradit max(A[j], B[j]) do A[j]

(l1J:0<j<N:: A[j] := max(Alj], BUI) )

Priradenie jednotkovej matice do U[0..N, 0..N]
(11J, kiO<j<NAO<k<N::U[jk]l:=0ifjzk~1ifj=k)
(|1 J, kiO<SJ<SNAOLSKk<SNAjzk::U[J, k]l :=0)]||{(||lJ: 0<j<N::U[jJjl:=1)

(|[|J:O<j<N::U[JJjl:=1]| (|| ki0O<k<NAjzk::U[j, k] :=0))

33



UNITY Program Structure 6:
Assign section

assign_section — statement_list

statement_list —» statement {1 statement }
statement — assign_stat | quantified_statement_list
quantified_statement_list —» (nquant statement_list)

1(obdiZni¢ek): separdtor medzi statements, ich pocet musi byt
konecny

Obmedzenie: bool _expr v quant nesmie obsahovat premenné, ktorych
hodnota sa mdze zmenit pocas behu programu

Toto obmedzenie zarucuje, Zze mnozina statements je pevna -
statements sa netvoria pocas vypoctu



UNITY Program Structure 6:

Assign section
Priklady:

Priradenie jednotkovej matice do U[0..N, 0..N]
(N + 1)2 statements:
j, ki 0<j<NAO<Kk<N::U[jKk]:=0ifjk~1ifj=k)

2 statements:
C11j, kiO<j<NAO<Kk<NAJ - U[j, k] :=0)
0¢|[]j:0<j<N::U[jjl:=1)

N + 1 statement_lists, kazdy z nich ma 2 statements

Mj: 0O<j<N::U[j,j]l =10 || k: 0O<k<NAj=k::U[J k]

=0

35



UNITY Program Structure 7:
Initially section

syntax rovnaka ako assign_section, namiesto symbolu : =
sa pouziva =
definuje inicialne hodnoty premennych

premenné sa vyskytuju na lavej strane najviac raz

existuje usporiadanie rovnosti také, ze kazda premenna v
kvantifikacii je bud’ viazana alebo sa nachadza na lavej
strane nejakej predchadzajucej rovnosti

existuje usporiadanie za quantified equations, ze kazda
premenna na pravej strane alebo v indexe sa nachadza
na lavej strane nejakej predchadzajlcej rovnosti

tieto dve podmienky hovoria, ze inicialne hodnoty su
dobre definované 36



UNITY Program Structure 7:
Initially section

initially_section definuje inicial condition; je to
najsilnejsi predikat, ktory plati na zaciatku

ziska sa nahradenimia || za A a podmienené vyrazy
tvaru

X =¢epif by~ ... ~e,if b,vyrazom
(bp = (X=¢€g)) A .. n(by,= (X =¢,))

Co nie je ekvivalentné s
((X = eo) A\ bo) V .. V ((X = en) A bn)
napr. y = 2 if false

37



UNITY Program Structure 8:
Initially section, priklady

e nemozno zamenitona ||, v takom pripade by
neexistovalo usporiadanie prikazov také, ze N je
iniciované pred jeho pouzitim

e initially N = 30( || k: 0 <k <N :: A[N-k] = k)

e prelozenie pociatocnej podmienky pre

( 1, ki 0<j<NAO<Kk<N::U[jkl=0ifjzkn~1
if j = k)

vyzera nasledovne

(nj,k:0<j<NAO<k<N:: (jzk=U[j,k]=0)n(=
k= U[, k] =1))

38



Sorting 1

Program sortl
assign
(ij: 0<j<N ::
Aljl, Al + 1] := A[Jj + 1], A[J] if A[j] > A[J + 1])
end{sortl}

Program sort2
assign
(| j: 0<j< N Aeven(j) ::
Aljl, Alj + 1] := A[j + 1], A[J]1if A[j] > A[J + 1])
1{(|]Jj:0<j<NAo0dd(j) ::
Aljl, Alj + 1] := A[j + 1], A[J]1if A[j] > A[J + 1])
end{sort2}
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Sorting 2

Program sort3
assign
(lk: 0 <k<1::
{[]j: 0<j<NA(k=jmod?2)::
Aljl, A[j + 1] := A[J + 1], A[J] iIf A[j] > A[J + 1] ))
end{sort3}
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Binomial Coefficients

C(n, k) znaci ,n nad k"
C(n,0)=C(n,n)=1,C(n, k) =C(n-1,k-1)+C(n-1, k)

Program binomial
assign
(n: 0<n <N ::
c[n, 0] := 1uoc[n, n] :
0{(0k: 0 <k<n::
c[n, k] := c[n-1, k-1] + c[n-1, k] ))
end{binomial}

Il
=

poradie je lubovolné: c[n, k] mbze byt priradena hodnota,
hoci c[n-1, k-1] alebo c[n-1, k] nie je este vypocitané
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UNITY Program Structure 9:
Always section

syntax rovnaka ako v initially_section

premenna na lavej strane sa nazyva transparentna, ak je
funkciou netransparentnych a nie je na lavej strane
inicializacii alebo priradeni

rovnhaké obmedzenia ako v initially_section
Priklad:

e ne — pocet zamestnancov

e nm, nf — poCet muzov, zien

e always ne = nm + nf
always_section nie je nevyhnutna, ale

e invarianty

e transparentné premenné mozno chapat ako ,makro-
instrukcie™

e efektivna implementacia — vyhodnotenie TP moze byt
odlozené kym treba alebo kym sa nezmeni hodnota
premennej ktoru definuje
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UNITY Program Structure 10
X:=<minj: 0<j<N:: A[j] >

Quantified Expression
expr — ( op quant expr )
op—->min|max |+ |x|aAlv]=]...

ak neexistuje ,pripad", potom expr (nalavo) ma hodnotu neutralneho
prvku operatora op

neutralne prvky:
min| max |+ | x| A~ | v | = |
© -~ O 1 true false true

Priklady
1. (vj: 0<j<N::b[j])
true, ak nejaké b[Jj] je true
2. (minj: 0<j<N:: A[J])
najmensi prvok pola A[0..N]
3. (+Jj: 0<j<NAA[J] <A[k] :: 1)
pocCet prvkov mensich ako A[k], ak A[k] je v A[0..N]
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Programming Logic

{p} s {g} ak plati p a s skonci tak bude platit g
p: precondition, g: postcondition, s: statement
predikaty nie suU viazané s nejakymi miestami v
programe, ako u sekvencnych programov

logika pre uvazovanie o nekonecnych postupnostiach
programovych stavov

tvrdenie {true} t {p} (pre prikaz t programu F) hovori,
ze niekedy raz (eventually) p bude platit

vlastnosti programov:
e Safety (,,niC zlé sa nestane")
e Progress (,nieco dobré sa stane")

budeme predpokladat, ze program ma aspon jeden
prikaz

viacero vyrokov v hypotéze znamena konjukciu
viacero vyrokov v zavere znamena disjukciu
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hypotéza

{false} s {g}

{p} s {false}

Basic Concepts

45



Basic Concepts

{Prs<igr, Py sHq’}

PvpP}rsigvag’?

p"=>p,{pPrs<g9r, g=>q’

P} s<{q’}
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Dokazovanie tvrdeni o priradovacich
prikazoch

{p} x := E{q}

1. V g nahradime za x vyraz E (vysledok oznacime g*g)
Priklad: {x<2} x:= x+3 {x <10}; g¢5g = x+3 < 10

2. Ukazeme, ze p => g% X<2=>x+3< 10

ak E = ey if by ~ ... ~ e, if b, tak vyraz g%z bude takyto:
(bo = G%e0) A oo A (B = G%en)) A ((=bg A oo A =by) = q)

moze sa pisat aj v tvare
{p Abo} x:=eo{q}

{p Abp}y xi=e,{q}
{p A (=bygA...n=b,) =g}

e Poznamka.
e Znak = budeme pouzivat ako oznacenie logickej implikacie.

e Znak = oznacuje jednak logicku ekvivalenciu, jednak syntakticku
ekvivalenciu. Vyznam je zrejmy z kontextu.
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Kvantifikované tvrdenia

Majme program F (ktory obsahuje aspon jeden prikaz)
Budem uvazovat dva typy tvrdeni:

1.(Vs:sinF ::{p}s{qg})

2.(3s:sinF :: {p}s{g})

Priklad: nech F = (nj: b(j) :: t(j) )
pre 1. treba ukazat, ze {p ~ b(j)} t(j) {g}

pre 2. treba ukazat, Ze existuje j také, ze b(j) plati a
sucasne {p » b(j)} t(j) {q?}
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Kvantifikovane tvrdenia - priklady

Priklady (Vs, 3s znamena pre kazdy prikaz a existuje
prikaz v programe F)

1. Hodnota x neklesa: (univerzalne kvantifikované cez
vsetky Ciselneé hodnoty k)
(Vs i {x=k}s<{x>k})

2. Sprava ostava v kanali az kym nie je prijata
e inch = in channel (v kanali)
e rcvd = received (prijata)

(Vs ::{inch} s {inch v rcvd} )

3. Ako 2. ale prijaté spravy su odstranené z kanalu
(Vs :: {inch A —rcvd} s {(inch A —rcvd) v (—inch A rcvd) } )

4. Hodnota x je neklesajuca a stupne
(Vs i {x=k}s<{x>k})
(3s 11 {x =k} s {x>k}) 49



Vypoctovy model

mnozina vypoctovych postupnosti priradena ku
kazdému programu

nekonecne postupnosti, kazda reprezentuje jeden
mozny beh (vypocet) programu

R; = j-ty prvok postupnosti R, j> 0
R; = (R;.state, R;.label)

state (stav) - hodnota vsetkych premennych
label — prikaz vykonany v j-tom kroku
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Vypoctovy model

Ry.state — iniciacny stav (ak nie su dane iniciacné
hodno% pre vSetky premenné, nemusia byt rovnaké pre
rozne

R;..state je jednoznacne r
te

en
da R,.state a { Ri.label <

R;.state a R;.label-om,
<

rceny
0<k ] } urcuju R;.state

Spravodlivy vyber prikazov: VRVs, R;.label = s pre
nekonecne vela j

p[R;] = p plati v stave R;.state

{p} s {g} znamena
VRVj: (p[R;] ~ R;.label = s) = g[Rj;1]
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Zakladne pojmy

unless (a Specialne pripady stable a invariant)
ensures
leads-to (oznacenie —)

Safety: p unless g, p is stable, p is invariant

Progress: p ensures g, p —> @

pouzivame univerzalnu kvantifikaciu
X = kunless x > k
znamena ( Vk :: x = k unless x > k)
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Unless
(dany je program F)

punlessg=(vs:sinF ::{pr—-g}rs{pvag}

ak p je true a g nie je true v nasledujucom kroku, p
ostava true alebo g sa stane true

ak v nejakom mieste vypoctu F plati p, tak
e g nebude nikdy platit a p bude stale platit
e g bude urcite raz (eventually) platit a p plati aspon
pokial' g zacne platit
(P A =q)[R;] = (p v g)[Rj+1]
Z “p unless g” mozno odvodit: p[R;] =
(Vk:k=j::(pAr—=q)[R]) Vv
[(AmM:m >j :: g[R,] ) A
(Vkij<k<m:i:(pAr-g)[R]) ]
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Unless

Priklady:

1. x neklesne
e X = kunless x > k
e X > kunless x > k
e X > k unless false

2. Sprava je v kanali az kym nie je prijata a potom je
odstranena z kanalu
e inch A —rcvd unless —inch A rcvd
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Specidlne pripady unless
(stable, invariant)

p is stable = p unless false

ak p is stable, tak ak sa raz stane true, potom ostane vzdy
true (t.j. {p} s {p} pre kazdé s)

g is invariant = (initial condition = g) A g is stable

invariant je vzdy true

Pozorovanie: Ak I, ] su stable (pre program F), potom
ajI AJ,1Iv]sustable. Podobne pre invarianty.

Oznacenie: constant p: ak p aj —p su stable
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Specidlne pripady unless
(stable, invariant)

Substitucna axioma: Ak x = y je invariant programu F,
tak m6zeme x zamenit za y vo vSetkych vlastnostiach
programu F.

Ak I je invariant, je zamenitelny s true a vice versa.

Dosledok: p unless g, —g is invariant = p is stable.

Dékaz:
—q = true /* substitu¢na axidoma */
p unless g /* predpoklad */
p unless false /* z predchadzajlcich */
p is stable /* z definicie */

Ak I je invariant, tak p moze byt zamenitelné s I A p alebo
—I v p a podobne.

Dokazat, ze p je stabilné: staci ukazat, ze I A p je stabilné,
¢o moze byt lahsSie, ako pre samotné p.
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Ensures
(dany je program F)
p ensuresg=p unlessg a{3s:sinF :: {pr—-q}s{q})

Ak p je true v nejakom bode vypoctu, p ostane true,
pokial g je false (p unless g) a urcite raz (eventually) sa
stane g true (,raz nan dojde") po vykonani nejakého
prikazu s

Z , p ensures g" mozno odvodit:

PIR;] =
(Im:m2>j:: glRn] ) A ( )
(Vkij<k<m::(pAr—-g)[R]) ( )
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Ensures - priklady

1. x je neklesajuca a raz stupne
X = k ensures x > k, teda
(VK :: x =kunless x > k) a
(Vk :: (3s i {x =k} s{x >k} )

2. Program P:
X:=0ifx<0 1 x:=0ifx>0

“x # 0 ensures x = 0” Plati v P?

Nie je to vlastnost tohto programu P.

58



Ensures - priklady

lebo neexistuje s takeé, ze {x # 0} s {x = 0},
pretoze ak je to bol prvy prikaz (teda x := 0 if
x < 0), potom

{xz0}x:=0ifx<0{x=0}
{X#0AX<0}x:=04{x=0}

priradenie x := 0 sa ale pre x > 0 ,nevykona" a
tak vystupna podmienka x = 0 nebude platit

rovnako nemo6ze vyhovovat ani druhé
priradenie
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Leads-to

program F ma vlastnost ,, p leads-to g" (p - q)

ak tato vlastnost moze byt odvodena kone¢nym
poctom aplikacii nasledujucich odvodzovacich
pravidiel (tvar hypotéza / zaver):

1. pensuresg/p—>g
2. p—>qg,g—>r/p—r /*tranztivita */
3. (V\m:me W:: p(m) - q)

AmMm: m e W:: p(m) ) > g

pre nejaku indexovu mnozinu W /* disjunkcia */
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Leads-to

*°p—>d
e Ak p sa stane true, tak g je alebo bude true.

e Nemozno vsak tvrdit, ze p ostane true, az
kym g nie je true.

e Z, pleads-to g" mozno odvodit:
,D[RJ-] = {(dm: m>7j :: g[R,,] ) /* g niekedy plati */
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Leads-to priklady

Z pravidla disjunkcie dostaneme, ze plati :
P —>4q, po—>q/ pivp—q.

(Vm: me {1, 2} :: p(m) > qg)

Pre program P z prikladov pre ensures dokazeme, ze
X0 —->x=0"

X = 0 ensures x>0 /* z programu */
X0 ->x>0 /* z predchadzajuceho */
xX>0ensuresx =0 /* z programu */
X>0-x=0 /* z predchadzajuceho */
Xz0->x=0 /* z tranzitivity */
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Pevny bod

je to stav programu, ktory sa dalsim vykonavanim
programu uz nemeni

definujme predikat FP pre program G:
e FP=(Vs:sinGasje™x:=E":: x=E)
e FP[R;] =(Vk: k>j:: Rc.state = R;.state )
Priklady
1. k:=k+1
FP=k = k + 1 = false

2. k:=k+ 1ifk<N
FP=[k<N=k=k+1]=k=>N

3.(j: 0<j < N :: m=max(m, A[j]) ),
FP=(Aj: 0<j< N::m=max(m, A[j]) )=
(AJ: 0<J<N::m=>=A[j])=

m>({maxj: 0<j<N::A[J])
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Vlastnosti unless 1

Reflexivhost a antireflexivnost:

p unless p

p unless —p

Dokaz: {false} s {p}, {p} s {true} pre Vs

Zoslabenie:
p unless g, g = r/ p unless r

Dokaz:

{pr—-qg}ys{pvqg}r.Zqg=r —-r= —qgateda
P AN—F=pAn-—-(g

pvqg= pvrateda

{pA=ryS{pvr} tj. ,punless r”.
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Vlastnosti unless 2

e Disjukcia
p unless g, p’unless g’/
/ (pvp)unless (-pArqg)v(=p'Aq)v(gnrQq)

e Konjunkcia
p unless g, p’unless g’/
/ (p Ap’)unless (p A q') v (P'Aq)vI(gAQq)

Ddokaz: A a v mbzu byt aplikované na post- a pre-conditions, teda
{bAr=g)A(p'A=G)}s{(pvag)r(p'vag)}
potom pouzit pravidlo
p'=p,q=q,{prs{qr/{p’} S{q’}
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Vlastnosti unless 3

Jednoducha disjukcia
p unless g, p’unless g’/ pv p’unlessgv g’

Jednoducha konjunkcia
p unless g, p’unless g’/ p A p“unless g v g’
Dbokaz: z predoslych viet a zoslabenia

“Tranzitivita”
p unless g, gunlessr/ p v g unless r
Db6kaz: disjunkcia a zoslabenie
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Vlastnosti unless 4

Dosledok 1.

p =g/ punless g
Db6kaz: zoslabenim. Podla reflexivnosti p unless p,

z predpokladu p = g dostaneme p unless g

Dosledok 2.

—p = g/ p unless g
Db6kaz: zoslabenim. Podla antireflexivnosti p unless —p,

z predpokladu —p = g dostaneme p unless g
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Vlastnosti unless 5

Dosledok 3.
[punlessgvr]=[pA—-gunless gvr]

Dokaz:

Predpokladajme ,p unless g v r”.
e antireflexivita: —g unless g
e jednoducha konjukcia: p A =g unless g v r

Predpokladajme “"p A —g unless g v "
e zdobsledku 1: p A g unless g
e jednoducha disjunkcia: p unless g v r
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Vlastnosti unless 6

Dosledok 4.
pvgunlessr/ punlessgvr
Dokaz:
p v g unless r /* predpoklad */
— g unless g /* antireflexivnost */
p A =g unless gvr /* jednoducha konjunkcia */
p unless g v r /* z dosledku 3. */
Dosledok 5.

(Vj::ipjunless p; A q;) / (Vj::p;) unless (Vj::p)Ha(Fj::q;)
Do6kaz: indukciou, IP (N = 2) pouzitim konjukcie
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Vlastnosti ensures 1

Reflexivnost:
p ensures p

DoOkaz: p unless p a Vs plati {p A =p} s {p}. Ked%e kazdy
program obsahuje aspon jeden prikaz, tvrdenie je dokazané.

Zoslabenie:

p ensures g, g = r / p ensures r
Dokaz:

e zoslabenie pre unless plati, stac¢i teda ukazat, ze ak 3s
také, ze {p ~ =g} s {g}, potom {p A —r} s {r}
e Vyplyvatozg=r, -r = —g a teda
P AN—FF=pn-—-(g
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Vlastnosti ensures 2

Nemoznost:
p ensures false / —p
Dokaz: z “p ensures false” vieme, Zze 3s, {p} s {false}
teda p = false

Konjunkcia
p unless g, p’ ensures g’/

(p A p’) ensures (p A Q) v(P'AQq)Vv(gAQq)
Db6kaz: podobny ako pre unless

Disjukcia
p ensuresqg/ pvrensuresqgvr
Dokaz: z definicie
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Vlastnosti ensures 3

Dosledok 1.
p = g/ p ensures g
Db6kaz: p unless g a zoslabenie

Dosledok 2.

p v gensuresr/ pensuresqgvr
Dokaz:

p v g unless r /* z predpokladu */

p unless g v r /* dosledok 4 pre unless */

p v g ensures r /* predpoklad */
p ensures g v r /* konjunkcia a zoslabenie */
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Vlastnosti ensures 4

Dosledok 3.
pensuresgvr/pan—-gensuresqgvr
Dokaz:
p ensures g v r /* predpoklad */

(pAqg) v (pA—qg)ensuresgv r /*rozpisany predpoklad */
p A—qgensures (pAqg)v(gvr) /*zdo6sledku 2 */
p A —g ensures g v r /* z predchadzajuceho zoslabenim */
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Vlastnosti leads-to 1

Technika ddkazov: indukcia vzhladom na podet odvodeni (dizka
dokazu) = strukturalna indukcia

Nemoznost:
p — false / —p

Dokaz.
Zakladny pripad:
e predpokladajme p ensures false
e z nemoznosti pre ensures mame —p

Indukény krok: nech tvrdenie plati pre odvodenie dizky n.
Uvazujme dva pripady podla sp6sobu odvodenia p — false

1. pripad (p — r, r — false / p — false ):

z r — false vyplyva —r (podla indukéného predpokladu, kedze
toto odvodenie je kratsie)
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Vlastnosti leads-to 2

KedZze —r z p — r dostaneme p — false,

A kedZe odvodenie p — r je kratSie ako n opat podla
indukéného predpokladu dostaneme —p

2.Pripad <vm: m e W :: p(m) — false>

] <dm: me W :: p(m)> — false
ap=<dm:me W :: p(m)>

vm: me W :: [p(m) — false] / —-p’(m)
teda

(Vm: me W :: -p’(m))

—E@m: me W :: p(m))

—p
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Vlastnosti leads-to 3

Implikacna teoréma:

p=q/p—>4g

Dokaz:

p=a /* predpoklad */,

p ensures g /* z predpokladu */
p—>g /* z definicie leads-to */

Disjunkcna veta (vSeobecna): pre lubovolnd mnozinu W plati
(Vm: me W :: p(m) > g(m))/
[/ @m:me W::p(m))>dm: me W :: g(m))

Dokaz: z predikdtového poétu a implika¢nou vetou
(Vm:me W ::g(m)={3n:neW::qgln))
(Vm:me W ::g(m) > @dn:neW::qg(n))

(Vm: me W :: p(m) > g(m)) /* predpoklad */

wvm:me W :: p(m) = @3n:ne W:: g(n)))/* z tranzitivity predchadzajucich: */
Am:me W :: p(m)) > @m: me W :: g(m)) /* z disjunkcie: */
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Cancellation

Vlastnosti leads-to 4

p—>qgvb,b—>r/p—>qgvr

Dokaz:
b—r

qg—q

/* predpoklad */

/* trividlne */

gv b— g v r /*disjunkcia predchadzajucich dvoch*/

p—>qgvr

/* z predpokladu p — g v b a predchadzajuceho*/
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Vlastnosti leads-to 5

Progress-Safety-Progress (PSP) veta:
p—>qg,runlessb/par—>(@nar)vb

Dokaz. Zakladny pripad:
e p ensures g, r unless b
e treba ukazat, zepArr—>(g@ar)vb
e 7z konjunkcie pre ensures a zoslabenia pravej strany
e Indukcny krok (tranzitivita):
e p—>qg’,q —>qg, runless b
e par—>(q@'ar)vb /*(a)*
e pnAg' > (gAar)vb/*(b)*

78



Vlastnosti leads-to 6

cancellation na (a) a (b)

e (disjunkcia):
v(Vm: me W :: p'(m) —» g
o p=(Vm:meW:: p(m))
e runless b
viVim:me W . p'(m)Arr— (gar)v by /*(c)*
e z disjunkcie na (c¢):
viadm:meW::p'm)Aar)—>(@AaAr)vb
viadm:meW::pm)Arr—>(@@nar)vb
e pAar—>(gar)vb /* z definicie p a predosSlého */
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Vlastnosti leads-to 7

Completion veta:

pre mnozinu predikatov p;, g;, 0 <j < N:

(Vj:: pj—> g;jv b), (Vj:: g; unless b) /
[ NPy >N g v b

Dosledok 1 (konecna disjunkcia).

p—>q,p —>q /pvp ' >qvqg’
Dbokaz: $pecidlny pripad véeobecnej disjunkcie

Dosledok 2.

pArb—>qg pr-b—>q/p—>qg
Dokaz: vyplyva z désledku 1

Dosledok 3.

p—>qg,risstable/ pAarr—>gnar
Dbokaz: z PSP theorem
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Indukcny princip pre leads-to

e W - dobre zalozena (well founded) mnozina je taka, ze ma
relaciu usporiadania £ taku, ze kazda podmnozina ma
najmensi prvok

e metrika M: States > W

e States: stavy programu
e M(S) nahradime iba M, ak S je jasné z kontextu

Nm:meW:ipaM=m—>pPprMsL2m)vg)/p—>g

Z kazdého stavu kde plati p program dosiahne stav, v ktorom
plati g alebo dosiahne stav, v ktorom p plati a hodnota M je

nizsia.

KedZe hodnota M nemoéze klesat donekonecna, urdite raz musi
platit g (g holds eventually).
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Veta o FP

Veta: Pre kazdy predikat p plati: (FP A p) is stable.

Dbokaz: Ak FP plati, tak dal$im vykondvanim programu sa nemeni jeho
stav. Ak FP A p, tak aj nadalej FP A p, Cize FP A p is stable.

Doésledok: p > g/ FP = (p = q)

Dokaz:

FP A —q is stable /* teoréma o FP */

(t.j. FP A =g unless false)

p—q /* predpoklad */

p A FP A —g — false /* PSP teoréma */

—(p A FP A —@) /* nemoznost leads-to */
FP = (p = q)

82



Spojenie programov 1

nech F, G su dva UNITY-programy

spojenie programov F a G, oznacenie Fi1G
e spoja sa zodpovedajuce si CastizFa G
e predpoklada sa, Zze nevznikaju nekonzistentcie s:

premennymi
ich inicializaciou
always sekciou
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Spojenie programoyv 2

Spojovacia veta:
1. p unless g in FIG =

p unless g in F A p unless g in G
2. p ensures g in Fi1G =

[p ensures gin F A punless gin G] v
[p ensures g in G A p unless g in F]
3. (FP of F1G) = (FP of F) A (FP of G)

Dokaz:

3. Vyplyva priamo z definicie

1. p unless g in F1G

=(VvVs:sinFiIG:: {pAr—-g}s<{pvg})

=(Vs:sinF::{pr—-grs{pvg})na
(Vs:sinG::{pr—-qgrs{pvag})

= p unlessgin FApunlessginG
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Spojenie programov 3

2. p ensures g in FiG
= p unless gin FIG A (3s: sin FIG :: {p ~—~g} s {g} )
= p unless g in F1G A
[(3As:sinF::{pAr—-g}s<{qg})v
(As:sinF::{pAr—-g}s{g})]
= [punlessgin FIGA {(3s:sinF::{pAr—-g}s<{qg})]v
[punlessgin FIGA(3s:sinG:: {pAr-g}s<{qg})]
= [punlessgin F A p unless gin G
A{3ds:sinF::{pAr—-g}s{{g})]v
[p unless gin F A punless gin G
A{3s:sinG::{pAr—-g}s{g})]
= [p ensures g in F A p unless g in G] v
[p ensures gin G A p unless g in F]
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Spojenie programov 4

Doésledky:

1. pis stable in F1G = (p is stable in F) A (p is stable in G)
2. punlessginF, pis stablein G/ p unless g in FiG

3. pisinvariantin F, p is stable in G / p is invariant in F1G
4. p ensures g in F, p is stable in G / p ensures g in FiG

5. (lokalita) Ak nieCo z nasledujucich tvrdeni plati pre F, kde p je

lokalne k F (ak pouziva len premenné lokalne ku F), tak to
plati aj pre FiG (G je lubovolné):

e p unless g,
e pisinvariant

e p ensures g
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Spojenie programov 5

Podmienené vlastnosti:

Majme dve mnoziny nepodmienenych vilastnosti -
hypoteza a zaver

Podmienené vlastnosti maju tvar:
hypotéza / zaver

Podmienena vlastnost programu F: h&/potéza aj zaver
mozu byt vlastnostami programu F, G, FiG pre nejaky
genericky program G

vyznam: vezmeme hypotézu ako predpoklad, zaver sa da

dokdzat z ,textu" F
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Spojenie programov 6

Priklad:

Program F
declare x: int
assign

yi=-yifx<0aAy>0
1 x:=x-1
end{F}

nech x sa nemeni mimo F (y sa m6ze menit aj mimo F)
priklad podmienenej vlastnosti:

e Hypotéza: y = 0 is stable in Fi1G
e Zaver: y>0—>y<0in FiIG



Architektury a zobrazenia

Navrh programu ma dve cCasti:

UNITY program a dbkaz jeho spravnosti
(v tejto faze nemozno hovorit o zlozitosti)

popis architektur, implementovanie programu pre tuto
architekturu

(potom uz mozno riesit aj otazky zlozitosti)
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Asynchronne-Shared-Memory
architektury

e ASM:
e pevne dana mnozina procesorov a pamati

e s kazdou pamatou je asociovana mnozina procesorov,

ktore z nej mozu ¢itat a mnozina procesorov, ktoré do nej
Mozu zapisovat

e Zobrazenie:
e priradi kazdy prikaz nejakému procesoru
e priradi (alokuje) kazdu premennu pamati
e Specifikuje “control flow” pre kazdy procesor (postupnost
udavajuca ako su prikazy v danom procesore vykonavané)
e Celé to musi spifat:
e vsSetky premenné na lavej strane kazdého prikazu
alokovaného k procesoru su v pamatiach, do ktorych mo6ze
tento zapisovat (okrem indexov poli) a kazda premenna na

pravej strane (a vsetky indexy na lavej strane) su v
pamatiach, ktoré mozu citat

e control flow musi byt taky, ze kazdy prikaz alokovany ku
procesoru je vykonany nekonecne vela krat
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Distribuovana architektura

e Pozostava z:
e pevnej mnoziny procesorov a kanalov
e lokalnych pamati pre kazdy procesor
e kanaly:
e error-free
e prenasaju spravy v rovnakom poradi ako boli
poslané

e pre kazdy kanal je 1 procesor, ktory do neho posiela
a 1 procesor, ktory z neho prijima

e kazdy kanal ma svoj buffer
e procesor moze nieco poslat, ak buffer nie je plny a
prijat, ak nie je prazdny

e Zobrazenie programov je rovnaké ako ASM
91



Distribuovana architektura

e Premenné: su alokované bud do (lokalnych) pamati
alebo ku kanalom

e Musi to spifat:
e najviac 1 premenna je alokovana ku kanalu a jej typ
je postupnost

e ak nie je plna, potom zapisovatel prida spravu do
postupnosti na koniec

e ak nie je prazdna, Citatel' odoberie prvy clen
postupnosti
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Synchronne architektury

Zobrazenia na Synchrénne architektury
e podobne ako ASM

e naviac procesory maju spolocné hodiny; v kazdom
kroku kazdy procesor vykona instrukciu

e viacero procesorov moze zapisovat do pamate naraz,
ak pisu to isté

e viaceri mozu citat
e nemozno naraz cCitat aj pisat
e Priklad: z:=x+1]||y:=x+2
e 1. podkrok: kazdy procesor nacita x
e 2. podkrok: jeden vypocita x + 1, druhy x + 2
e 3. podkrok: prvy zapise z, druhy zapise y
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Synchronne architektury

Existuje viacero moznych zobrazeni, my sa obmedzime na
nasledujlce:

e presne jeden statement sa vykonava v Case (bez
ohladu na pocet procesorov)

Priklad: z:=x + 1 || y := x + 2 sa m0ze vykonat na 3
procesoroch takto:

e A vypocita x + 1
e B vypocita x + 2
e C odpociva
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Synchréonne architektury

Musi to spifat:
e popis aké operacie v kazdom prikaze maju byt vykonané
procesormi
e alokacia premennych
e Specifikacia jedného “control flow” pre vsetky procesory

e konzistencia alokacii premennych (tak ako predtym)

Priklad:
e nech op je asociativna operacia
e majme statements=©0pj: 1 <j<N:: x[jD
e s moOze byt vykonané v ¢ase O(log N) na N procesoroch

e s moOze byt vykonané v case O(N/K + log(K)) na K
procesoroch (rozdeli sa do N/K skupin po K prvkov)
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Vypocet maxima 1

Uloha: urdit m = (max j: 0 <j < N:: A[j]) pre dané pole
A[0..N — 1]

Sekvencna architektura (SA):
e invariant m<{(maxj: 0 <j < N:: A[j]D
e FP=m > (maxj: 0 <j< N:: A[j]
e FP mozno pisat aj takto:

FP=(nj: 0<j < N:i:m2>A[]

FP=(nj: 0 <j < N:: m=max(m, Aj]1)

Program Maximuml

initially m = -

assign (0j: 0<j < N::m:=max(m, A[j]) )
end {Maximum1}
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Vypocet maxima 2

Kazdé z priradeni sa moze napriklad vykonat viac raz po
sebe, Co nie je efektivhe; dve stratégie, ako sa takejto
neefektivnosti vyhnut:

1. moznost:
initially j = 0
m, j := max(m, A[j]),j+ 1ifj <N

2. moznost:
initially ( ||j: 0 <j < N:: e[j] = true)
m, e[j] := max(m, A[j]), false if e[J]
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Vypocet maxima 3

Paralelna architektura (PA):
e prvky A dame ako listy binarneho stromu

e kazdy vnutorny vrchol ma hodnotu maxima jeho
Synov

e koren ma maximum

e strom mame v poli X[1..(2N-1)]
o

o

j-ty vrchol ma synov 2j a 2j+1
initially X[N..(2N-1)] = A[0..N-1]

Program Maximum?2
declare X: array [1..(2N-1)] of integer
always

([17: 0 <j < N:: X[N+j] = A[j])
0{nj: 1 <j < N:: X[J] = max(X[2j], X[2j+1]) )
end {Maximum?2}

lahko vidno, ze X[1] = (max j: 0 <j < N:: A[j])
08



Vypocet maxima 4

Ideme usSetrit pamat: nech N = 2M
Program Maximum3
assign ( ||[j: 0 <j < M:: A[j] = max(A[2)], A[2j+1]))

end {Maximum3}
e A[0] = maximum, v case O(log N)
e pouzijeme pomocnu premennu t

e na zacCiatku t = N

e v kazdom kroku jej hodnota bude t :=[t/2]
e nech AY[j] su pociatocné hodnoty v A[j]

e invariant:
max j: 0<j< t:: A[j]) = (maxj: 0 <j < N:: A°[j]

e razurcite t = 1 a potom A[0] = (maxj: 0 <j < N:: A%[j])
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DU

Program Maximum3

assign ( ||[j: 0 <j < M:: A[j] = max(A[2)], A[2j+1]))

end {Maximum3}

Co vieme povedat o prvkoch pola (okrem A[0]) v
case O(log N)?

Sformulujte nejaku safety podmienku a ukaze ze plati
Sformulujte nejaku progress podmienku a ukaze ze plati
Ako bude vyzerat pole ked vypocet dosiahne FP

Program Maximum4

assign (01j: 0<j< M:: A[j] = max(A[2]], A[2j+1]))

End

Bude program fungovat? Preco?



Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 1

dané dve postupnosti f, g
fi{Ai:0O<i<N::fli]<fAi+1])
g.(Ai:0<i<Nz::glil]<g[i+1])

Uloha: zistit, i { fi] | 0<i<NY={{g[i]]0<i<N?}

predpokladame, ze fI0] = g[0], fIN] = g[N] a tiez ze
fIN] resp. g[N] su vacsie ako ostatné cleny (da sa to
zarucit tak, ze polozime f[0] = g[0] = —w a fIN] = g[N]

= )

invariant I
O<U<NAOZLV<ENA

A{fI]]0<i<uy={g[il|0<i<v}
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Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 2

Program Compare
declare u, v: int
initially u, v=0, O
assign
u:=u+1ifu<NAaflu] =flu+ 1]
pv:i=v+1ifv<NAag[v] =g[v+ 1]
nu,vi=u+1,v+1ifu<NAVSNAflu+1] =g[v + 1]
end{Compare}

FP= (u>=Nvflu]l=fu+1]) A
(v>Nvg[v]#g[v + 1]) A
(uNvv>2Nvflu+1]=g[v+ 1])
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Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 3

Z invariantu I mozno odvodit invariant
U=N=v=N

To pouzijeme na zjednodusenie FP

e Mame teda 2 moznosti:

1.u=NAv =N:zinvariantu Il fa g maju rovnaku
mnozinu prvkov

2.U< NAvV <N

FP = (fu] = flu + 1]) A

A (glvl#glv + 1]) A
A (flu + 11 =g[v + 1])
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Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 4

Predpokladajme flu + 1] < g[v + 1]; potom
glv] = flu] /¥ 2 1%/
flul] < flu+ 1] /*zFpx*/

glv] < flu + 1] < g[v + 1], teda flu + 1] nie je medzi
prvkami g[I], lebo g je neklesajuca

{fiI1]0<i<N}={g[il]|0<i<N}
teda f a g nemaju rovnakd mnozinu prvkov
e FPAIl =

[U=N=v=N]Aa

[U=N={fi1|0<i<N}={g[i]|0<i<N}]
e da sa ukazat, ze FP sa dosiahne
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Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 5

Paralelna architektiura (PA):

flul] e {gli]| 0<i<N}=
(AV:0<v<N::=(g[v] < flu] < g[v + 1]))
musime teda pocitat predikat
(AU, V:0<U<N,0<v<N:—=(g[v] <flul] <g[v+1]) A
(AU, V:0<U<N,0<v<N: —=(flu] <g[v] < flu + 1]))
zjednodusenim tohto predikatu dostaneme
(AU, v:0<u v<N:
flu] = glv] v
glvl=flu+1]v
flul 2 glv +1])
O(N?2) konjunkcii a kazda je disjunkciou 3 Casti:
cas O(log N) na O(N2) synchrénnych procesoroch
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Dosiahnutelhost v orientovanom grafe

Dany graf G = (V, E)
pocCiatoCny vrchol: init

Dosiahnutelhost:

1. vrchol init je dosiahnutelny

2. ak u je dosiahnutelny a (u, v) je hrana t.j.
(u,v) e E, tak aj v je dosiahnutelny

3. ziaden iny nie je dosiahnutelny

Uloha: vypocitat r tak aby:

e r[v] je true, ak vrchol v je dosiahnutelny:
(AV:veV::rv]=vrchol v je dosiahnutelny )

e invariant

(AV:VveV::r[v] = vijedosiahnutelny ) A r[init]
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Dosiahnutelhost v orientovanom grafe

FP={(Au,v: (u,v)ekE::ru] =rlv])
FP=(Au,v:(u,v)eE:: rlv]=(lu]vrlv]))

kedze r[v] = (r[u] v r[v]) = (rlu] = r[v])
platnost invariantu zaru¢ime, ak na zaciatku bude
r[v] = false pre v = init a rlinit] = true

Program Reach

declare r: array[V] of boolean

initially (av: v e V :: rlv] = (v = init) )

assign (u, v: (u, v) € E:: r[v] :=rlu] v r[v])
end{Reach}

lahko mozno ukazat, ze FP sa dosiahne. Ako metriku
mozeme pouzit: M = |{ v | =r[v] }]
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Simulacia Petriho sieti

e Program PetriNet
initially u, v, x,y,e=1,1,0,0,0
assign
u x:=u-1,x+1ifu>0
v,y :i=v-1,y+1ifv>0
ix,y,e:=x-1,y-1,e+1ifx>0Ay>0
end{PetriNet}
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Najkratsia cesta 1

orientovany graf: dvojica G = (V, E), kde EcV x V
hrana z vrcholu 7 do j: dvojica (j, j) € E

cesta: postupnost na seba nadvazujlcich hran
cyklus: cesta z vrcholu j do j

vahovany graf: graf, v ktorom kazda cesta ma
celoCiselnu vahu (tiez ohodnoteny graf)

dizka cesty: suma vah vdetkych hran na ceste

vahova matica: (vahovaného grafu s N vrcholmi) je
matica W typu N x N, v ktorej

Wi, jl =
e vaha hrany (i, j), ak (i, j) € E
e 0,aki=j

e w,akizjnA(i,j)eE
préazdna cesta: z vrcholu i do j vzdy existuje; jej dizka:
o0 109



NajkratsSia cesta 2

Problém najkratSich ciest:

e dany je vahovany graf G a jeho vahova matica

e G neobsahuje cykly s negativnou diZzkou

e vypocitat maticu D typu N x N, v ktorej D[j, j] je
dlzka najkratsej cesty z vrcholu i do j

e hodnotu D[/, j] budeme nazyvat vzdialenost i, j

e ak neexistuje cesta z vrcholu / do j, tak D[/, j] = «
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Najkratsia cesta - Priklad




Najkratsia cesta 3

Specifikdcia: program ma poditat maticu d tak, ze
invariant FP = (d = D)
true —» FP

Stratégia neformalne:
e nech d[i, j] je dizka nejakej cesty z vrcholu i do j
e ak ndjdeme cestu kratsej dizky / (&ize I < d[i, j]), tak
potom df/, j] =1
e konkrétne ak 3k takeé, ze d[i, k] + d[k, j] < d[i, j], tak
cesta cez vrchol k je kratSia
o d[i,j] := min<{dl[i, jl, d[i, k] + d[k, j] | 0 <k < N}
e nespecifikujeme
e ako vyberame , j, k
e kedy sa operacie vykonavaju
e ktoré procesory ich vykonavaju
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NajkratSia cesta 4

Stratégia, formalny popis:

na zaciatku d[i, j] := Wi, j]

3\/[{"j]']sa v priebehu vypoctu nebude zvysSovat, teda nemoéze prekrocit
I, J

invariant:
d[i, j] je dizka nejakej cesty z vrcholu i do j A d[i, j1 < W[i, j]1 (1)

FP = (i, j, ki dli, j] = min(dli, jl, dli, k] + d[k, j]) ) (2)
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NajkratSia cesta 5

Aby sme zabezpecili, ze vzdy dosiahneme FP, ukazeme, ze ak
nejaky stav nie je FP, tak aspon jedno d[/, j] 'klesne.

Metrika suma Vvd[/, j] sa neda pouzit kedZe niektoré hodnoty
mozu byt o,

kI?:Iouzueme dvojice (num, sum) v lexikografickom usporiadani,
e

e num = pocet (i, j) tak, ze d[i, j] = «
o sum = {(+i, j: d[i, j] je konecné :: d[i, j])

Metrika je ohranicena zdola, kedZe nemame cykly so zapornou
dizkou, ziadna vaha nie je -«

Progress condition: metrika klesa, ak stav nie je FP:
—FP A (num, sum) = (m, n) - (num, sum) < (m, n) (3)
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NajkratsSia cesta 6

Dokaz spravnosti stratégie:

e metrika je ohraniCena zdola a klesa, ak stav nie je FP
— FP sa nakoniec dosiahne

e v kazdom FP invariant plati, stadi teda ukazat, ze
matica, ktora splna (1) a (2) je rieSenim problému

e nemame cykly zapornej dizky = Vi, j Inajkratsia cesta
s najviac N-1 hranami

e uvazujeme V(x, y) také, ze najkratSia cesta z x do y

ma najviac m hran. Indukciou podla m dokazeme, ze
vzdialenost x, y je d[x, y]:

1. m = 1: trivialne d[x, y] = W[x, y]

2. nech tvrdenie plati pre m a nech najkratsia cesta z x

do y ma m+1 hran. Predposledny vrchol tejto cesty nech
je z, potom

e cesta x, z ma m hran
e cesta z, y ma jednu hranu
podla indukcného predpokladu

e dlx, yl <d[x, z] + d[z, y] 115



Najkratsia cesta 7

Formalny popis programu:

Program P1

initially (|| 7, 7 :: dli, j1 = WL[i, j])

assign ( 1/, j, k :: d[i, j] := min(dlj, j], dli, k] + d[k, j]) )
end{P1}

program ma N3 priradeni
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NajkratSia cesta - sekvencna architektura

Uvazujme cesty z i do j, v ktorych indexy vrcholov, ¢o sa na tychto
cestach nachadzaju, su mensie nez k okrem koncovych vrcholov i, j;

Nech H[i, j, k] je minimdlna dizka takychto ciest

Veta:
(Aipjir HE, 7, 0] = WL, j1) A
(A J, ko HE, j, kK +1] = min(H[/, j, k], H[/, k, k] + H[k, j, k]) ) (4)

DbOkaz. UvaZujme cestu, ktord dosahuje minimum H[/, j, k +1]
e ak k nie je v tejto ceste, tak H[/, j, kK +1] = HI[J, j, k]
e ak k je v tejto ceste, tak H[/, j, kK +1] = H[i, k, k] + H[k, j, k]

Podla definicie d[i, j] = H[i, j, N] (vrcholy su 0..N-1)

117



NajkratSia cesta - sekvencna architektura

Veta: Mnozina rovnosti (4) je “proper”.
Dokaz.
e kazdé HJi, j, k] je na lavej strane prave raz
e rovnice usporiadame tak, ze k bude neklesajlce

Program P2
declare H: array[0..N-1, 0..N-1, 0..N]
always

(I g2 Rl j, 0] = WL, j1)
n{ok:: (i, j::H[I,j, k+1] =

min(H[/, j, k], H[i, k, k] + H[k, j, k]) )
o[, jdli, jl =R, j, N])
end

e O(N3) rovnosti
e O(N3) pamate a Casu
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NajkratsSia cesta - sekvencna architektura

Program s explicitnou sekvencializaciou:

PASCAL-like program PP (sekvencializacia P1)

Progarm PP

for x := 0 to N-1 do
for u := 0 to N-1 do
for v := 0 to N-1 do
dlu,v] := min(d[u,v], d[u,x] + d[x,Vv])
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NajkratSia cesta - sekvencna architektura

Indexy v PP su modifikované nasledujucim sposobom:
(x,u,v):=(x,u,v)+1, kde (x,u,v) je trojmiestne Cislo
v N-arnej sustave

Program P3 {Floyd-Warshall}

declare x, u, v: int

initially (|| /i, j:: d[i,j] =WI[i, j])]|| x,u,v=20,0,0

assign

dlu, v] := min(d[u, v], d[u, x] + d[x, v])

|| (x,u,v):=(x,u,v)+1
if(x,u,v)#(N-1,N-1,N-1)

end{P3}
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NajkratSia cesta - paralelna synchronna
architektura

O(N) krokov s O(N2) procesormi

transformujeme program tak, ze vyclenime priradenia,
ktoré sa mozu vykonat naraz; (spolu je priradeni N3),
rozdelime ich na N skupin po N2 priradeni.

Program P1’
initially ¢ || 7, j 2 d[i, j] = W[i, j])
assign
(ak 2 (i, j d[i, j] := min(d[i, j], d[i, k] + d[k, j]) )
end{P1'}
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Najkratsia cesta - paralelna synchronna
architektura

Uvazujeme, ze mame architektiru s N2 procesormi a
urcime poradie vykonavania priradeni

Program {parallel Floyd—Warshall} P4

declare k: int

initially (|| /,j::d[i,j1=WI[i,j])|| k=0
assign

CL, J e dli, j1 = min(d[i, j1, d[i, k] + d[k, j])) if Kk < N
| k:=k+1ifk<N

end{P4}

program P4: potrebuje O(N) krokov
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Najkratsia cesta - paralelna synchronna
architektura

O(log2N) krokov s O(N3) procesormi

P4 nie je vhodny, ak mame N3 procesorov, pretoze ich
nevyuzjeme vsetky

Program P5

initially (|| 7, j :: d[i, j] = WI[i, j])

assign { ||i, j :: d[i, j] := (min k:: d[i, k] + d[k, j] ))
end{P5}

program pozostava z jediného prikazu, ktory priradi N2
hodnot

po m-tom vykonani prikazu plati nasledovny invariant:

d[i, j] je dizka najkratsej cesty z i do j s najviac 2m-1
vrcholmi medzi i aj
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NajkratSia cesta - paralelna synchronna
architektura

FP sa dosiahne po O(log N) vykonaniach prikazu

e na jedno vykonanie treba c¢as O(log N); ide o najdenie
minima a vypocet d[i, k] + d[k, j]
e d[i, k] + d[k, j] mOze byt vypocitané na N3
procesoroch v konstantnom case
e pre dané j, j minimum cez k mo6ze byt vypocitané v
case O(log N) pomocou O(N) procesorov

e teda kazdy krok mozno urobit v ¢ase O(log N) a s O(N3)
procesormi

e kedze vypocCet ma O(log N) krokov, tak program P5
vypocita D v Case O(log2N) a s O(N3) procesormi
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Najkratsia cesta — asynchronna
architektura

P2 moze byt alokovany do ASM s N2 procesormi tak, ze
kazdy procesor pocita H[i, j, k] pre dané i, j

vyuzijeme nasledujuci vlastnost:
H[/, j, kK +1] < H[J, j, K]

ako dosledok: mézeme pouzit H[/, j, kK + m] namiesto
H[/, j, k] pre m >0

Formulujme nasledujuci invariant:
dli, j1 = HIi, j, K]
~ d[i, j] je dlzka nejakej cesty zi do j

A Kk <N 195



NajkratsSia cesta — asynchronna
architektura

v P4 je synchronnost podstatna — jedno k sa pouziva pre
vypocet kazdého d[i, j]. Teraz predpokladame
asynchronne riesenie, v ktorom d[i, j] sa pocita (i, j)-tym
procesorom a k sa nahradi lokalnou premennou k[/, j]

zoslabenim predoslého invariantu dostaneme invariant

dli, j1 < HLi, j, kUi, 1]
~ d[i, j] je dlzka nejakej cesty z i do j
A k[i, j1 < N

126



Najkratsia cesta — asynchronna
architektura

zakladom pre nasledujuci program je toto pozorovanie (pre
zjednodusenie r znamena k[i, j]):

Z predchadzajuceho invariantu vyplyva:

Teoréma. (k[i, r] 2 r A k[r, jl1=r) =

min(d[i, jl, d[i, r] + d[r, j]1) < H[i, j, r + 1]
Dbokaz. Vieme, ze
H[/, j, kK + 1] = min(H[/, j, k], H[/, k, k] + H[k, j, k])
musime teda ukazat, ze (k[i, r1>r A Kk[r,jl1>r) =

min(d[/, jl, d[i, r] + d[r, j1) < min(H[/, j, r], H[i, r, r] + H[r, j, r]);
nasledovne:

dli, j1 < H[i, j, r] /* z invariantu */

dli, r] < HI[i, r, k[i, r]] /* z invariantu */

H[/, r, k[i, r]] < H[i, r, r] /* z predpokladu */

d[l, I"] < H[I, r, r] /* z predoslych dvoch */podobne ukézeme, ze

d[rlj]SH[iI r, r] 127



Najkratsia cesta — asynchronna
architektura

Spravnost nasledujiceho programu vyplyva z invariantu a
z nasledujuceho:

FP = (Ai,j:: k[i, 1= N)

Pevny bod sa dosiahne, kedZe metrika ( + i, j :: k[i, j] ) sa zvysi
s kazdou zmenou stavu a je ohranicena zhora.

Program P6
declare k: array[0..N-1, 0..N-1] of integer
initially ( || 7, j :: d[i, j1, k[i, j] = WIi, j], 0 )
assign {r znamena pre zjednodusenie k[i, j]}
(i, j :: d[i, jl, r := min(d[i, j1, d[i, r] + d[r, j]), r + 1
ifr < NAK[i, r]=rAKk[r,jl>r)
end{P6}
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Readers—Writers Problem 1

Zadanie:

e dany program (user), v ktorom su dve premenné nr, nw
take, ze pre nejaku konstantu N plati

invariant 0 <nr<NAO<nw<N (1)
initially nr = nw =0

hodnoty nr, nw sa menia len v nasledujucich druhoch
priradeni v programe user:

nr:=nr+1 {started read}
nr:=nr-1 {end read}
nw:=nw+ 1 {started write}
nw:=nw-1 {end write}

(v tychto priradeniach moézu byt aj iné premenné) a
program user moze mat aj iné priradenia
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Readers—Writers Problem 2

Uloha: modifikovat priradenia programu user tak, aby
platilo:

invariant nw <1 A (nr=0vnw=0) (2)

e nr, nw znamenaju pocet cCitajucich a zapisujucich
procesov (do suboru) v danom case

e pocet procesorov je obmedzeny na N (invariant 1)

e hocikolko vela mo6ze citat, najviac jeden moze zapisovat
a zapis sa nemoze vykonat sucasne s inym zapisom
alebo Citanim
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Readers—Writers Problem 3

RieSenie:

ak 0 <nr<NAO<nw<N, tak
[NnwW<1A(nr=0vnw=0)]=[(nr+ Nxnw) <N]
nech t = N - (nr + Nxnw)

mame novy invariant t > 0 (3)
modifikovany program user:

declare t: int
always t = N — (nr + Nxnw)

assign

nr:=nr+1ift>1 {started read}
0 nr:=nr-1 {end read}
0 nw:=nw+ 1ift>N {started write}

1 nw:=nw-1 {end write}
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Readers—Writers Problem 4

Toto rieSenie nezarucuje ,,progress" ani pre cCitajucich
ani pre zapisujucich. Nemame poziadavku, ze cCitanie
alebo zapis niekedy raz skonci, a teda nemozeme tvrdit,
Ze iné Citanie alebo zapis zacnu.

nra nw ndm neumoznuju formulovat tvrdenia o
jednotlivych citaniach a zapisoch

Predpokladajme, ze vsetky citania skoncia v konechom
case. Modifikujeme riesenie tak, ze potom raz urcite
(eventually) db6jde aj na zapis.

predpokladajme
nt=k ~n k>0—>nr#k (4)
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Readers—Writers Problem 5

e nech ng je pocCet procesov Cakajucich na zapis
invariant ng > 0

e Uloha: modifikovat program user tak, aby boli
zachované predchadzajuce invarianty a naviac

invariantng > 0 > nw =1 (5)

e jednoducha restriktivna stratégia: zabranit ¢itaniu, ak
niekto caka na zapis; ma vsak zlozitu distribuovanu
implementaciu, musel by totiz poslat poziadavku na
zapis vsetkym cCakatelom
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Readers—Writers Problem 6

e menej prisna stratégia: ak ng > 0, tak sa raz
(eventually) zabrani Citaniu (started read)

e pouzijeme novu premennu b: boolean
1. b = niekto ¢aka na zapis
2. ak niekto chce pisat, tak za¢ne alebo b bude platit

3. ak b plati, tak b ostava platné, az kym sa napokon
raz zaCne zapisovat

4. ak b plati, nemozno citat

e Vv nasledujucom programe nie su uvedené priradenia
zvysujuce ng, kedZe tieto sa nemodifikuju
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Readers—Writers Problem 7

Modifikacia programu user

declare t: integer, b: boolean
always t = N - (nr + N.nw)
initially b = false

assign

nr:=nr+ 1ift>1A-b {started read}
0 nr:=nr-1 {end read}
0 nw,ng,b:=nw+1,ng-1,falseift>NAng >0  {started write}
1 nw:=nw-1 {end write}
b0 b:=ng>0 {set b}
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Readers—Writers Problem 8

Dokaz (5), t.j (ng > 0 > nw = 1) plynie z (4) a (6)—(9):

b=ng>0 (6) z programu
ng >0ensuresnw=1vb (7) z programu
b Anr=0ensures nw =1 (8) z programu
barnr=knrk>0unless banr<k (9) z programu

(uz sme neformalne urobili predtym)

e chceme ukazat, zeng > 0 > nw = 1:

banr=krk>0—>barnr<k (PSP 4, 9)

e aplikujeme indukciu
b—>nr=0ab (10)

e tranzitivitas (8)a (10): b—>nw=1 (11)

e kombinaciou (7) a (11) dostavame vysledok.
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Vecerajuci filozofi




Vecerajuci filozofi 1

dany je suvisly, konecny, neorientovany graf G bez
sluciek
jeho vrcholy reprezentuju procesy (filozofi)
(u, v) je oznacenie hrany medzi u a v
boolovska matica incidencie E
Elu, v] = Elv, u], —E[u, u]

pre Yu mame premennu u.dine s hodnotami ¢, h, e
(u.dine ma prave jednu z tychto hodnot)

oznhacenie:

u.t= (u.dine = t) thinking
u.h = (u.dine = h) hungry
u.e= (u.dine = e) eating
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VecCerajuci filozofi 2

mozna zmena stavu premennej u.dine je len:

t—> h—> e>t— ..
realizovanie zmien stavu premennej u.dine:

program user: t—> h, e >t

program os: h —> e

Uloha: navrhnut program os tak, aby osiuser
(user je dany) zabezpecil, ze:
- susedia nejedia naraz

- hladny raz urcite (eventually) bude jest (ak ziadny
proces neje vecne, tak na kazdého hladného urcite raz
dojde)
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VecCerajuci filozofi 3
Specifikécia pre user:

e u.t unless u.h in user (udnl)
e stable u.h in user (udn2)
e u.e unless u.tin user (udn3)
e podmienena vlastnost pre user: (udn4)

V@, v) i =(u.e nv.e))/
(VYU . u.e »> —u.e

Specifikacia pre userios:

e invariant —(u.e A v.e A E[u, v]) in userios (dnl)
e Uu.h — u.ein userios (dn2)
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Vecerajuci filozofi 4

Obmedzenia pre os:
e constant u.tin os (odnl)
e stable u.e in os (odn2)

t.j. v os nie sU prechody z eating a prechody z a do thinking

Odvodena vlastnost pre user:
e stable —u.e in user

Odvodené vlastnosti pre os:
e stable —u.h in os

e U.h unless u.e in os

Odvodené vlastnosti pre userios:

e u.tunless u.h in usernos (dn3)
e U.h unless u.e in userios (dn4)
e U.e unless u.t in userios (dn5)
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Vecerajuci filozofi 5

Dokaz odvodenej vlastnosti pre user (stable —u.e):

u.t unless u.h in user /* (udnl) */

u.h unless false in user /* def. stable pre (udn2)
*/

u.t v u.h unless false in user /* tranzitivita pre unless
*/

utvuh= —u.e /* prave jedna z hodnét
*/

—Uu.e unless false in user = stable —u.e in user

V dalsom ideme Specifikovat vlastnosti os; teda vSetko bude pre
os, ak nebude vyslovne uvedené inak.
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VecCerajuci filozofi: Specl
Prvé priblizenie k rieSeniu

Specl.:

(odn1), (odn2), (odn3), (odn4)

kde
e invariant —(u.e A v.e A E[u, v]) (odn3)

e (dnl), (dn3)-(dn5), (Vu :: u.e » —-u.e)/ (odn4)
(Vu :: u.h - u.e

musime ukazat, ze:
e userios splna (dn1l), (dn2)

e o0s spifia obmedzenia (odn1), (odn2)
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Vecerajuci filozofi: Specl

Dokaz:

(dn3) - (dnb) plati, lebo (odnl), (odn2) plati v os a
(udnl) — (udn3) plati pre user

—(u.e A v.e A E[u, v]) je stable in user lebo —u.e aj
—v.e su stable in user a E[u, v] je constant

(dn1) plati v userios z predchadzajuceho a z (odn3) v
0S

(VU :: U.e = —u.e) plati v usertos lebo toto je

dosledok (udn4) a hypotézy (udn4) — (dnl) plati v
usernos

(VU :: u.h - u.e) plati v usertos, lebo je to dosledok
(odn4) a predpoklad (odn4) plati

(dn1l) plati v userios z predchadzajuceho
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Vecerajuci filozofi: Spec2
eProblém s implementovanim Specl:
ehladny je (eats), ak nejedia susedia — spifia to (odn3)

eproblém je zabezpedit (odn4), pretoze jeden proces moze stale
opakovatt - ho>e—>t—o>h-o>e - ..

RieSenie:

zavedieme asymetriu medzi procesmi — usporiadanie

hladny bud’ za¢ne jest alebo postupi v usporiadani nahor, az kym nie je
navrchu

Ciastocné usporiadanie dostaneme tak, ze v povodnom grafe G
orientujeme hrany (aby nevznikol cyklus), ¢im dostaneme novy graf G’

u — v iff u je vyssie (ma vyssiu prioritu) ako v
orientacia je dynamicka a chceme, aby platilo:
(a) G’ je acyklicky
(b) hladny proces nikdy neklesne zmenami orientacii
(c) hladny nakoniec vzdy stlUpa v usporiadani, az dosiahne vrchol
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VecCerajuci filozofi: Spec?2

Pravidla pre zmenu orientacie G”

1. Hrana zmeni orientaciu len ked odpovedajuci vrchol
zmeni stav z hladny na eating

2. Vsetky hrany incidentné s eating smeruju k nemu — teda
tento vrchol je nizSie v usporiadani nez susedia

'ahko vidno, ze pravidla 1. a 2. zabezpecia platnost

(a), (b), (c).

prior[u, v] = u, ak u je vyssie nez v v grafe G’
(t.j. u - v)

prior[v, u] = prior[u, v]

u.top = (vv: E[u, v] A v.h:: prior[u, v] = u)
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VecCerajuci filozofi: Spec?2

Formalny popis: Spec2

(odn1)-(odn3), (odn5)-(odn8), kde

invariant u.e A E[u, v] = prior[u, v] = v

(prior[u, v] = v) unless v.e

invariant G’ je acyklicky

(dnl1, dn3-dn5), (odn5)-(odn?7), (Vu:: u.e —» —u.e) /
(Vu :: u.h A u.top - —=(u.h A u.top))

Co znamena:
e eating ma nizsiu prioritu nez susedia (odn5)
e priorita sa meni, az ked zacne jest (odn6)

(odnb5)
(odn6)
(odn?7)
(odn8)
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Vecerajuci filozofi: Spec3
Problém s implementovanim Spec2:

Zo Spec2 by sme mohli odvodit program s jednoduchym
pravidlom:

hungry proces u zacne Jest ak u.top a ak ziaden jeho
sused neje. Ak zacne jest, tak prior[u, v] sa stane v

pre vsetkych susedov vrcholu u.

Toto je ale nevhodné pre distribuovanu architektidru:
hungry totiz musi najprv zistit, ¢i susedia nejedia
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Vecerajuci filozofi: Spec3

DalSie zjemnenie - Spec3:

jeho Ulohou je nahradit (odn3), teda invariant
—(u.e A v.e A E[u, v]),

vlastnostou, ktord sa da implementovat v distribuovanej
architekture.

Zavedieme novU premennu fork[u, v], ktord moze mat hodnotu
u alebo v;

t.j. vidlicku ma len jeden zo susediacich vrcholov.

Proces moze jest, ak ma vsetky vidlicky.



Vecerajuci filozofi: Spec3

Spec3:
(odn1), (odn2), (odn5) - (odn9), kde

invariant u.e A E[u, v] = fork[u, v] = u (odn9)
teda (odn9) nahradilo (odn3)

Veta: (odn9) = (odn3)

Dokaz:
u.env.enElu, vl=u=vnE[u, v] (z odn9)
ale —(u = v A E[u, v]) kedze —E[u, u], a teda
—(u.e A v.e n E[u, v])
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VecCerajuci filozofi: Spec4

DalSie zlepSenie:
Spec3 evokuje nasledovné riesenie:

e non-eating proces u posle vidlicku, ktoru zdiela s v
procesu v, ak ma tento vyssiu prioritu nez u alebo
ak u je thinking

e hungry proces u je (eats), ak drzi vidlicky, ktoré
zdiela so susedmi a pre kazdého suseda v plati:

e U Ma VvyssSiu prioritu ako v
e alebo v je thinking

V distribuovanej architektire mame opat problém urcit
priority
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VecCerajuci filozofi: Spec4

Distribuovana implementacia priorit: nahradime (odn5) a (odn6)

tak, aby sa dali lahko implementovat na distribuovanej
architekture.

Neformalne (tzv. ,hygienické riesenie"):
e kazdej vidlicke priradime atributy clean/dirty
e proces u ma prioritu nad v, ak vidlicka, ktoru zdielaju, je
e 1. clean a ma ju u, alebo
e 2.dirty amaijuv
e eating proces drzi vsSetky vidlicky (ktoré zdiela so
susedmi) a vSetky su dirty (odn10, zodpoveda odn5)
e proces drziaci clean vidlicku ju stale drzi a ta ostava clean,
az kym nezacne jest (odn11)
e dirty fork ostava dirty, az kym sa neposle precC — vtedy sa
aj vycisti (odn12, zodpoveda odn6)

e clean forks drzia len hungry (odn13) -



Vecerajuci filozofi: Spec4

nech clean[u, v]: boolean
clean[u, v] = true = vidlicka od u a v je clean, inak je dirty
prior[u, v] = u= ((fork[u, v] = u) = clean[u, v])

Spec4: (odnl), (odn2), (odn7), (odn8), (odn10)-(odn13), kde
invariant u.e A E[u, v] = fork[u, v] = u A —clean[u, v] (odnl10)

fork[u, v] = v A clean[u, v] unless v.e (odnll)
fork[u, v] = u A —clean[u, v] unless

fork[u, v] = v A clean[u, V] (odnl12)
fork[u, v] = u A cleanlu, v] = u.h (odn13)
Cize

e namiesto (odn5), (0odn9) mame (odn10)

e namiesto (odn6) mame (odn11), (odni2)
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Vecerajuci filozofi: Spec4

Motivacia pre zlepSenie: Spec4 evokuje nasledovné

rieSenie:
e non-eating proces u posle vidlicku hladnému
(hungry) susedovi v, ak je tato vidlicka dirty

e hungry proces u je (eats), ak drzi vsetky
odpovedajuce vidlicky a ak pre kazdého suseda v
spolocna vidlicka je clean alebo v je thinking; ak
proces je (eats), zaspini vSetky vidlicky

Problém: ako mdze proces u zistit, ¢i sused v je hladny?
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VecCerajuci filozofi: Spech

Neformalne: navrhneme mechanizmus, ako v informuje
suseda u, ze je hungry

e zavedieme request-token pre kazdu dvojicu; ma ju
bud’' u alebo v (prave jeden zo susedov)

e ak u ma aj vidlicku aj request-token zdielané s
procesom v, tak v je hladny (odn14)
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Vecerajuci filozofi: Spec5h

1. Poslanie request-token (odnl5 a 16):
proces u posle request-token procesu v, ak
1. u ma request-token
2. u nema vidlicku (fork)
3. U je hungry

2. Poslanie vydlicky (odn17 a 18):
proces u posle fork v, ak
1. v ma vidlicku a reguest-token
2. vidlicka je spinava
3. U nie je eating
ked sa fork posle, tak sa zaroven vycisti



Vecerajuci filozofi: Spech

3. Prechod z hungry do eating (odn19):

hungry proces u je (eats), ak drzi vsetky fork a ak pre
kazdého suseda v spolocna vidlicka je clean alebo u nema
request-token zdielany s v; ked u je (eats), zaspini
vsetky vidlicky, o ma (odn10)

ak u.top plati, t.j. ut nema hladného suseda s vyssou
prioritou, tak pre kazdého suseda s vyssou prioritou
v u drzi vidlicku, ale nie request-token
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Vecerajuci filozofi: Spech
Formalne:
e pre kazdu dvojicu susedov zavedieme rt[u, v] s hodnotami
u a v (prave jedna z nich)
e skratka u.mayeat znadi ,u moze jest"
e podmienka, za ktorej u posiela request-token procesu v,
je oznacena sendreqglu, v]

e podmienka, za ktorej u posiela vidlicku procesu v, je
oznacena sendforkl[u, v]

u ma request-token iff rtfu, v] = u
u.mayeat = (vv: E[u, v]::
(fork[u, v] = u A (clean[u, v] v rtl[u, v] = v)))
sendreqlu, v] = (fork[u, v] = v) A (rt[u, v] = u) A u.h
sendforkl[u, v] =
(fork[u, v] = u) A =clean[u, v] A (rt[u, v] = u) A —Uu.€
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Vecerajuci filozofi: Specbh

Spec5: (odnl), (odn2), (odn7), (odn10)-(odn19), kde

invariant (fork[u, v] = u) A (rt[u, v] = u) = v.h (odnl4)

rtfu, v] = u unless sendreqg[u, v] (odn15)
sendreqlu, v] ensures rt[u, v] = v (odn16)
fork[u, v] = u unless sendfork[u, v] (odn17)
sendfork[u, v] ensures fork[u, v] = v (odn18)

(u.h A u. mayeat) ensures —(u.h A u.mayeat) (odn19)
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VecCerajuci filozofi: Program pre os

Na zaciatku predpokladame, ze:

vSetci filozofi Spekuluju (su thinking)
vSetky vidlicky su spinavé (fork su dirty)

e fork a request-token su na roéznych miestach

e forks su tak, ze graf G’ je acyklicky: napr. oCislujeme procesy a
fork dostane proces s nizsim Cislom

e VvySSi index = vysSia priorita
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Vecerajuci filozofi: Program pre os

Program os
always
(w:: u.mayeat = (nv: E[u, v]::
(fork[u, v] = u A (clean[u, v] v rt[u, v] = v))))
ooy, v: E[u, v]::
sendreqlu, v] = ((fork[u, v] = v) A (rt[u, v] = u) A u.h)
0 sendforkl[u, v] = ((fork[u, v] = u) A =clean[u, v] A
(rtfu, v] = u) A —u.e) )
initially
(lu:: u.dine =t)
1 (0(u, v):: clean[u, v] = false)
1 (0(u, v): u < v:: forklu, v], rtfu, vl = u, v)
assign
(lu:: u.dine := e if u.h A u.mayeat
|| ¢ || v: clean[u, v] := false if u.h A u.mayeat ) )
n{o(u, v):: rtlu, v] := v ifsendreqlu, v]
0 fork[u, v], clean[u, v] := v, true if sendforklu, v] )
end

161



Koordinacia schodzi 1

Profesori su clenmi komisii
Kazda komisia ma pevny nenulovy pocet Clenov

Profesor sa mo6ze rozhodnut, ze sa chce zUcastnit
schdodze komisie (je mu jedno ktorej)

Caka, az kym schodza komisie, ktorej je clenom,
nezacne
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Koordinacia schodzi 2

Schodza:

1) MoOze zacat, len ked' vSetci jej ¢lenovia Cakaju
2) Dve schodze sa nemozu uskutocnit sucasne,
ak maju spolocnych clenov

Predpoklad:

Schbédze netrvaju vecne
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Koordinacia schodzi 3

Uloha:

Napisat protokol, ktory zaruci, ze ak vSetci
¢lenovia nejakej komisie sa chcu zucastnit
schodze, tak aspon jeden cClen sa zucastni
nejakej schodze

e U — profesor
e X, Y, - komisie
e X.mem - mnozina clenov komisie x, Xx.mem

= @
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Koordinacia schodzi 4

u.g = true ak u Caka

X.COo = true ak komisia x sa zisla na schodzi a
zasada

X,y su susedné komisie ak

x.mem N y.mem = @, E[X,y] bude oznacovat
susednost

X.g = true ak vsetci Clenovia x Cakaju, t.j
X.g = <VU: U € X.mem::u.g >
X*.co = X.co v <3y: E[X,y] ::y.co>
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Koordinacia schodzi 5

Dany je program prof
Ideme navrhnut program coord(inator) tak aby
program

Sync(hronizator) = proficoord

mal nasledovné vlastnosti:
Specifikacia sync

1 x.co unless x.g syl
1 (x.co Ay.co A E[x,y]) sy?2
X.g — X*.co sy3
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Koordinacia schodzi 5

Specifikacia prof

u.g unless <ix: u e x.mem ::x.co >
x.co je stable

(t.j. schodzu nemo6ze zacat prof)

pri
pr2



Koordinacia schodzi 6

<VX: X.CO — | X.co > pr3
Odvodena vlastnost pre prof

X.g unless x*.co pr4
Dokaz: aplikacia pravidla pre jednoduchu

konjunkciu na prl
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Koordinacia schodzi 7

Obmedzenia pre coord:

Zdielané premenné medzi prof a coord su x.co a u.g cdl
u.g je constatnt cd2
X.CO je stable cd3
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Koordinacia schodzi 8

prof <--- Xx.co, u.g ---> coord
cdl+cd2 - coord vie ¢itat ale nie menit
u.g

Poznamky:
- profesor mo6ze ¢akat aj potom, ¢o
schodza zacala

- Nic€ sa nehovori o tom Ci sa a kedy
profesor zucastni/opusti schodzu
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Koordinacia schodzi 9

Trivialne riesenie

Program coord1l

always

<l X ::X.g=<VU: Ue€Xx.mem:: u.g>

I X*.co=X.co v <3y: E[x,y] ::y.co>>
initially

<0 X:: X.co = false >

assign

<0 X:: X.co = true if x.g A | x*.co >
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Koordinacia schodzi 10

lahko vidno, e coordl spifia cd1-cd3
UkaZeme, Ze ak prof spifia pri-pr3 tak
sync = proficoord spifa syl-sy3.

Syl (| x.co unless x.g)

| x.co unless x.g v coordl1
] x.co je stable v proof
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Koordinacia schodzi 11

sy2 (](x.co any.co  E[X,y]))

1 (x.co ny.co A E[x,y] ) v coordl
1 (x.co ny.co A E[x,y] ) je stable v prof

sy3 (X.g — x*.co )

X.g ensures Xx*.co v coordl
X.g unless x*.co pr4

Problém s implementaciou coordl - nevieme bez
centralneho riadenia
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Koordinacia schodzi 12

e Problém pripomina vecerajucich
filozofov

e komisia ..... filozof

e dve susedné komisie nemodzu zasadat
.... susedni filozofi nemozu jest

e len ta komisia, ktora ,konzumuje™ moze
zasadat - x.co => x.e
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Koordinacia schodzi 13

sync = prof 1 middle 1 0s
user a os su z vecerajucich filozofov

usr = prof 1 middle
coord = middle mzos
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Koordinacia schodzi 14

Specifikécia pre user:

e u.t unless u.h in user (udnl)
e stable u.h in user (udn2)
e u.e unless u.tin user (udn3)

user a os zdielaju len x.dine
v 0S X.t je constant a
X.e je stable

Pre navrh middle musime urcit prechody:
1)t—> h
2)e >t
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Koordinacia schodzi 15

e ak je komisia v stave t tak sa stane h
iba ak vsSetci jej clenovia Cakaju
e ak prof 1 middle bude spifiat user tak z

riesenia filozofov vieme, ze hladna
komisia bude nakoniec jest

e niektori ¢lenovia komisie nemusia ¢akat
v okamihu ked' tato zacne jest - mozu
sa zUcCastnit inej schodze medzi h > e
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Koordinacia schodzi 16

Program middlel
always

<0 X ::X.g=<VU: U e X.mem ..

initially
< 0 X:: X.co = false >

assign

<0 X::

x.dine := hif x.t A X.g
|

x.dine :=t if x.e A | X.co >

u.g >
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Koordinacia schodzi 17

Program os1

transformujeme prikazy os (z filozofov) tak aby sa
vykonal nasledovny prikaz vzdy ked sa zmeni hodnota
u.dinezh nae

X.CO := X.g

Musime ukazat ze:

middlenos1 splha cd1-cd3

profimiddle splha poziadavky na user
syncl = profimiddlenosl splha ,sync"
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Koordinacia schodzi 18

Lema 1. Xx.co => X.e v syncl
(t.j. nemozu sa konat naraz susedné schodze)

Dokaz.

Na zaciatku x.co = false a teda x.co => X.g
plati. Kedze

X.CO => X.e = | X.co vV X.e , stadi ukazat, Ze

| x.co v x.e je stabilné v prof, middle a os1.
Jediny zaujimavy pripad je osl. | x.co unless x.e
ale x.e je stabilné v os1 a z toho | x.co v x.e je
stabilné v os1
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Koordinacia schodzi 19

middlenosi

z textu vidno, Ze to spifa cd1-cd2. Ukdzeme Ze
aj cd3 (x.co je stable)

z prechadzajlcej lemy vieme, Ze |x.e=>]x.co

X.CO sa nemeni v middle a v os1 by sa mohlo
zmenit len ak by sa zmenilo x.e ¢o sa nemoze
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Koordinacia schodzi 20

prof 1 middle (= usr)

udnl-udn3 platia lebo platia v middle a v prof sa nemeni x.dine,
udn4 (x.e - |x.e) plynie z pr3

profimiddlenosl (= sync)

z podmienok pre filozofov vieme:

<vx,y: E[x, y]:: l(x.e ny.e) > sy4
X.h —> X.e A(X.CO = X.g) Ssy5
X.e > |x.e sy6

syl-sy3 sa z tohto lahko ukazu.
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Koordinacia schodzi 21

Ideme ,pocitat" u.g na asynchronnej
architekture

u.g sa moze vyhodnotit asynchronne
hlasovanim pre kazdeé u.g, u € x.mem
ked sa realizuje prechod h e

- X.prp : boolean - vysledok hlasovania

- X.prp je true ak u.g. je true pre vsetkych
doteraz hlasujucich

- hlasovanie konci, ak x.prp je false alebo vsetci
hlasovali
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Pijuce filozofky 1

G=(V,E) neorientovany, konecny, suvisly graf bez slucCiek
filozofka — mo6ze byt v 3 stavoch: kludna, smadna, pijuca.
stavy meni v poradi:

kludha - smadna — pijuca —» kludna

Kazdej smadnej alebo pijucej (=nekludnej)
filozofke je priradena nejaka mnozina napojov (v okamihu

prechodu z kludna do smadna), ktora sa pokial je
filozofka nekludna nemeni.

Uloha:

(1) zabezpedit aby susedné filozofky nepili ak maju
spoloc¢ny napoj

(2) kazda smadna bude raz pit za predpokladu, ze nikto
nepije vecne
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Pijuce filozofiky 2

Anna, smadna, (fernet,pivo)

‘ Lydia, pije,
(vino, fernet)

Eva, pije, (vinea)

‘ Martina, kludna

Petra, pije, (fernet, kofola)
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Pijuce filozofky 3

situacia sa lisi od vecCerajucich filozofov - susedky mo6zu
pit naraz, ak piju rézne napoje, komu dat prednost ak
dopiju a opat dostanu obe smad?

,stav" filozofky sa bude menit v dvoch cykloch:

kludna - smadna — pijuca — kludna
thinking — hungry — eating — thinking

stav bude dvojica (stav_vecerajuci, stav_pijuca)
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Pijuce filozofky 4

Nemozeme ovplyvnit prechody:
(x, kludna) — (x, smadna)
(x, pijuca) — (%, kludna) pre lubovolny ,vecerajuci stav" x

Predpokladame, ze:

1. (thinking, smadna) sa stane hungry alebo
Dijuca

2. hladna bude raz jest (ak nikto neje vecne)

3. konzumujuca a smadna sa stane meditujucou
a pijucou, konzumujuca a nesmadna sa stane
meditujucou alebo smadnou
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Pijuce filozofky 5

ideme navrhnut osdrink
dané je userdrink

| -—————- osdrink—————-—- |
userdrink middle osdine
| -——-userdine—-————- |
osdine ...... je os z vecerajucich filozofov

userdine ... je user z vecerajucich filozofov

bar = userdrinknosdrink

u.k (kludna), u.s (smadna), u.p (pijuca)
u.nap — mnozina napojov pridelena u
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Pijuce filozofky 6

Specifikdcia userdrink:

e u.k unless u.s udril
e U.S je stable udr2
e U.p unless u.k udr3
e u.nap = N unless u.k udr4
e invariant u.nap = @ = u.k udr5
e VU : U.p—> |u.p udr6

udr4 - ak je u nekludna, mnozina napojov sa nemeni a ta
je prazdna ak je kludna udr5

Odvodena vlastnost: Tu.p je stable
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Pijuce filozofky 7

Specifikacia bar
invariant [(u.p A v.p A E[u,v] A (u.nap nv.nap =#@))
u.s — u.p

Obmedzenia pre osdrink
u.k, u.nap =N su constatnt
u.p je stable

Odvodeneé vlastnosti pre osdrink

] u.s je stable
u.s unless u.p

drl
dr2

odrl
odr2

odr3
odr4
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Pijuce filozofky 8

Odvodené vlastnosti bar

u.k unless u.s

u.s unless u.p

u.p unless u.k

u.nap = N unless u.k
invariant u.nap = @ = u.k
u.p - lu.p

dr3
dr4
dr5
dr6
dr7
dr8
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userdrink

Kk > s
D — K

Pijuce filozofky 9

middle

S —Pp

t —»h
e >t

osdine

h »e
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Pijuce filozofky 10

Specifikdcia middle

u.k, u.nap =N su constatnt
u.p je stable

u.t unless u.h

u.h je stable

u.e unless u.t

invariant [(u.p A v.p A E[u,v] A (u.nap nv.nap #@))

(u.t A u.s) ensures |(u.t A u.s)
(u.e A |u.s) ensures (u.e A |u.s)

dr3-7, dr8, <vu : u.p - |u.p>

r Uu.e AU.Ss > Uutaup>

mdril
mdr2
mdr3
mdr4
mdr5
mdr6
mdr7
mdr8

mdr9
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Pijuce filozofky 11

Prechod zo stavu smadna do pijuca

smadna u zacne pit ak pre kazdu z jej
susediek v plati:

1) u konzumuje a v nepije napoj, ktory potrebuije u
alebo

2) nie je konflikt v napojoch medzi u a v
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Pijuce filozofky 12

Ideme zarucit ako implementovat
poziadavku, ze v nepije nieCo z u.nap.

Flaskové riesenie:
pre kazdy napoj mame flasku (analogia s
fork) a ma ju u alebo v

bot[u,v,n] ma hodnotu u alebo v - spolocna
flaska medzi u a v s napojom n
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Pijuce filozofky 13
Nova Specifikacia middle:

mdrl-5, mdr7-9 a
Invariant

u.p => < vn,v: n eu.nap A Efu,v] :: bot[u,v,n] =u > mdrl0

Presun flasky:

smadna u ziska flasku s napojom n, ktord zdiela s v ak:
1) v ju nepotrebuje (n ¢ v.nap )

alebo

2) u konzumuje a v nepije
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Pijuce filozofky 14

Prechod zo smadna do pijuca

smadna u zacne pit ak vn eu.nap a pre vsetky susedy v
spolocnu flasa pre napoj n ma u a v nekonzumuje a

nepotrebuje n

Problemy:
musime zistit ¢i v nekonzumuje a ¢i n ¢ v.nap

Riesenie:
Zavedieme request-bottle token (rb), pomocou ktorého
proces

informuje susedku, ze potrebuje flasu
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Pijuce filozofky 15

u.t A u.s neostane taky navzdy - bud’ za¢ne byt
u hladna alebo zac¢ne pit (mdr7)

u.e A | u.s neostane taka navzdy - bud zaéne u
meditovat alebo zac¢ne byt smadna (mdr8)

prechod z u.e A u.s je u.t A u.p (mdril)
smadna u zacne pit ak vn eu.nap a v v, E[u,v]:

- u drzi flasku n ktorud zdiela s v

- u drzi fork, ktoru zdiela s v alebo u nema rb pre flasku
(mdr12-13)
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Pijuce filozofky 16

poslanie flasky

u posle flasku, ktoru zdielasvakjuumaamaajrbau
ju nepotrebuje (n ¢ u.nap ) alebo u nepije a u nema
vidlicku, ktoru zdiela s v (mdr14-15)

poslanie rb

u posle rb pre flasku n ak u ho ma ale nema flasku a u je
smadny (mdr16-17)
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Pijuce filozofky 17

u.maydrink =
< Vvn,v: n eu.nap A E[u,v] :: bot[u,v,n] = u A
(rb[u,v,n]=v v fork[u,v]=u)>

sendbot[u,v,n] =
bot[u,v,n]=u A rb[u,v,n] =u A
[n ¢ u.nap v (fork[u,v]=Vv A 1u.p)]

sendreq[u,v,n] = (rb[u,v,n]=u A bot[u,v,n]=Vv A n eu.nap)
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Pijuce filozofky 18

specifikacia middle

(u.t A u.s) unless (u.t A u.p)

u.s unless u.s A u.maydrink

(u.s A u.maydrink) ensures |(u.s A u.maydrink)
bot[u,v,n]=u unless sendbot[u,v,n]
sendbot[u,v,n] ensures | sendbot[u,v,n]
rb[u,v,n]=u unless sendreq[u,v,n]
sendreq[u,v,n] ensures | sendreq[u,v,n]

mdrl1l
mdrl?2
mdrl3
mdrl4
mdrl5
mdrl6
mdrl7
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Program middle
initially

assign
(lu:: u.dine := hifu.t A U.S

~ t ifu.e/\—|U.S>

I

(

end

u.

n{iu, v, n: E[u,v]::

bot[u,v,n] :
0 rb[u, v,n] :

Pijuce filozofky 19

(lu:: u.dine, u.drink = ¢, k)

u.drink := p if u.s A u.maydrink
=t if u.s A u.maydrink A u.e)

|| u.dine

v if sendbot[u, v, n]
v if sendreq[u,v,n] )
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Mutual Exclusion

Ak by sme v probléme Vecerajucich filozofov uvazovali
kompletny graf, tak len jeden filozof mo6ze jest v kazdom
okamihu

Tento Specialny pripad sa vola Mutual Exclusion Problem

V nasledujucom ukazeme alternativne riesenia tohto problému



Mutual Exclusion

Specifikécia pre user:

u.t unless u.h in user
stable u.h in user
u.e unless u.t in user

podmienena vlastnost pre user:
<Vuv:u=zv: . a(ueav.e)>



Mutual Exclusion

Ulohou je transformovat program user
na program

mutex = user’'nG

kde user’ ziskame z user len pridanim prikazov, ktoré
sa vykonaju sucasne s prikazom z user a G su nove

prikazy.

V G musi byt u.e stabilné a u.t konstantné. Jediné
premenna, ktore sa vyuzivaju z user je u.dine



Mutual Exclusion

Specifikdcia pre mutex:

Invariant
“(Uu.eAv.eAU=V) MX1

u.h - u.e MX?2



Mutual Exclusion

Odvodené vlastnosti

- uU.e je stable in user

u.t unless u.h in mutex
u.h unless u.e in mutex
u.e unless u.t in mutex



Two Process Mutual Exclusion

Shared Memory architektura

Ak niekolko procesov chce zapisovat do premennej, tak moézu v
nejakom (llubovolnom) poradi a vzdy bude zapisovat len jeden.

Tento princip ideme pouzit v nasledovnom rieSeni. Pouzijeme pomocnu
premennu turn.

Uvazujeme dva procesy x a y

u — jeden z nich, u’ - ten druhy

u.b — boolovska a stane sa true ak u zapisuje do turn

u.b — stane sa false, ak u prejde do thinking

Hladny proces u za¢ne konzumovat - ak u.b je true a bud' u’.b je false
Alebo u zapisoval do turn pred u’.



Two Process Mutual Exclusion

Program mutex?2
declare
turn : hodnota x alebo y

initially
<mu :: u.dine, u.b = t, false>

transform - ak u.dine sa stane t tak sa vykona

u.b :=false

add

<0u ::

u.b, turn := true, u if = u.b Au.h

0 u.dine := e if u.b A =(u’.b A turn = u)
>

end



Two Process Mutual Exclusion

Dokaz spravnosti

Invariant
u.e => [u.b A =(u’.b A turn = u)] in mutex2

Z tohoto plynie MX1

Progres podmienka MX2

Ukazeme, ze ak u je hladny, tak u.b sa stane true

Ak —(u’.b A turn = u) plati v tom ¢ase, u ma prioritu a tak u bude konzumovat

Inak (ak plati (u".b A turn = u)) tak u” ma prioritu, bude jest a po skonceni u’.b
sa stane false a prioritu bude mat u.



Two Process Mutual Exclusion

Zavedieme asynchrénnost

— turn sa nastavi na u az ked' sa u.b nastavi
Nna true

Nova boolovska premenna u.r pre u.

u.r plati ak u.b bolo nastavené na true a do
turn este len bude zapisané u



Two Process Mutual Exclusion

Program mutex2’
initially
<mu :: u.dine, u.b, u.r = t, false, false>

transform - ak u.dine sa stane t tak sa vykona

u.b :=false
add
<mu ::
u.b, u.r := true, true if = u.b Au.h
01 u.r, turn := false, u if u.r
1 u.dine:=¢e€ if u.b A mu.r A =(u’.b A aU’.r A turn = u)
>

end



N- Processes Mutual
Exclusion

Rozdelime procesy do dvoch neprazdnych
mnozin.

Rekuzivne aplikujeme algoritmus pre dva
procesy na tieto mnoziny a ich podmnoziny.



Mutual Exclusion — Bakery
Program

Zakaznici prichadzaju do pekarstva a beru si
casenky, podla ktorych su obsluhovani

issue — obsahuje , dalsiu™ Casenku, zvysuje sa o
jedna pri kazdom odobrati casenky

serve — obsahuje Cislo, ktore je prave obsluhovang,
alebo ktore bude obsluhované ako dalsie, ak
danom okamihu nikto nie je obsluhovany, zvysuje
sa o0 jedna po kazdom obsluzeni zakaznika



Mutual Exclusion — Bakery
Program

Na zaciatku plati
Issue = serve

Predpokladajme N zakaznikov

Stacia nam dcisla 0 .. N-1 a budeme pouzivat
aritmetiku modulo N, + ..... D



Mutual Exclusion — Bakery
Program

Program Bakery Program
declare

issue, serve: 0..N-1

num: array[processes] of 0..N

initially
issue, serve = 0,0
<mu :: u.dine, u.num =t, N>

transform - ak u.dine sa stane t tak sa vykona
u.num, serve :=N, serve @ 1

add
<mu ::

u.num, issue := issue, issue ® 1 if uunum = N A u.h
1 u.dine:=-¢e if u.num = serve
>

end



Mutual Exclusion — Bakery
Program

Alternativny Bakery program

Kazda premenna bude lokalna procesu

Zmena vyznamu - u.num=0 ak u je thinking
Zavedieme novU premennu rank pre kazdy proces

u.rank je pocet procesov, ktoré maju hodnotu num rovnu 0 plus
pocCet procesov Vv pre ktoré je (u.num, u) lexikograficky mensie

alebo rovné (v.num, v) — procesu maJu Ciselne id, takze ich
mozno porovnavat

Vyssi rank znamena blizSie k tomu, aby proces ziskal sluzbu



Mutual Exclusion — Bakery
Program

Hladny proces u nastavi u.num na nenulovu hodnotu jej nastavenim
nad kazdé v.num - ma tak rank nizsi, ako kazdy iny hladny proces.

Pre r6zne u, v plati u.num = v.num (aj ranky su teda rozne).

Ak je proces u hungry a u.num = 0 a rank.u =N
tak u moze zacat jest.

Z roznosti rankov mame zarucenu mutual exclusion.

Progres je zaruceny kedZe rank pre ziadny proces nikdy neklesne a
raz stupne, ked iny proces doje.

u < v ak (u.num, u) je lexikograficky menej alebo rovné ako
(v.num,v)



Mutual Exclusion — Bakery

Program

Program Bakery 2
always
<mu :: u.rank = <+ v: (v.num =0) v (u 2 v) :: 1>

initially
<mu :: u.dine, u.num =t, 0>

transform - ak u.dine sa stane t tak sa vykona
u.num:=0

add
<mou ::
u.num:= <max Vv :: v.num> +1 if uunum = 0 A u.h
01 u.dine :=e if u.num = 0 A u.h A u.rank=N
>

end



Triedenie 1

Zadanie: x[1..N] of integer (navzajom rbézne)

Uloha: ndjst pole y[1..N] také, ze
y je permutaciou x A (Vi: 1 <i< N::y[il]<y[i+1]) (1)
Dve zakladné stratégie:

e redukcia poctu zle usporiadanych dvojic
e utriedenie Casti pola
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Triedenie 2

1. Reduckia poctu zle usporiadanych dvojic

(zatial nesSpecifikujeme, kolko dvojic sa permutuje v kazdom
kroku, v akom poradi sa permutuju a pod.)

e zavedme metriku
M=(+i,j:0<i<j<N:y[il>vy[jli:1)

e stratégia je formalne definovana nasledujucim invariantom, FP
a progress podmienkou:

invariant y je permutaciou x (2)
FP = (M = 0) (3)
(Vk:i k>0:: M=k —>M<k) (4)

e Dokaz spravnosti: staci ukazat, ze plati
(2) A (3) A (4) = true — FP
a ze (1) plati v kazdom FP.
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Triedenie 3
2. Utriedenie Casti pola

budeme pouzivat premenni m, 1 <m < N a v kazdom bode
vypoctu bude platit
(a) yfm + 1 .. N] je utriedené
tj. (Ai,jim<i<j<N::y[i] <y[j])
(b) vsSetky prvky y[1 .. m] sU mensSie nez prvky Y[m + 1 .. N]
tj. (A, j: 1 <i<m < j<N::y[i] <y[j])

ked zlucime (a) a (b) dohromady, dostaneme
(ANl Ji1<i<j<NAm<j::yli] <yljl])

Na zaciatku m = N to zarucuje a ak chceme znizit m, tak
musime permutovat y[1 .. m] tak, aby pre nejaké k,

1 < k<m, pole y[k .. m] bolo utriedené a elementy tohto
pola y[k .. m] boli vacsie nez prvky pola y[1 .. kK - 1];

potom polozime m := k-1 222



Triedenie 4

Formalne:

invariant y je permutaciou x

Al<m<N

AALJi1IL<iIi<J<NAm<j::vyli] <ylj]) (5)

FP= (Im<1) (6)

(Vk: k>1::m=k—>m<k) (7)
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Triedenie — Jednoducheé riesenia 1

budeme uvadzat len assign sekciu a predpokladat, ze
initially ( || i: 1 <i<N:: y[i] = x[i])

1. Reduckia poctu zle usporiadanych dvojic

Program P1
assign
Mi: 1 <i<N::
ylil := min(y[i], y[i + 1])
Il yli + 1] := max(y[i], yli + 1]))
end{P1}
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Triedenie — Jednoduché riesenia 2

Program P1’

assign

(i 1 <i < N ::y[i], v[i + 1] := sort2(y[i], y[i + 1])
end{P1'}

pricom funkcie min, max a sort2 maju nasledovny vyznam:
min: 2N — N; vrati minimum mnoziny prirodzenych Cisel
max: 2N — N; vrati maximum mnoziny prirodzenych Cisel

sort2: N x N - N x N; vrati usporiadanu dvojicu Cisel
napr. min(7, 5, 1976) = 5, max(7, 5, 1976) = 1976, sort2(7, 5) = (5, 7)
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Triedenie — Jednoducheé riesenia 3

2. Utriedenie Casti pola

Nech f je funkciou y a m taka, ze vrati index najvacsieho prvku
y[1l .. m].

P2 vymeni prvky y[m] a y[f(y, m)] a znizi m o jednotku.

Program P2

declare

X: integer

always

x =f(y, m) {teday[x]=2y[i],1<i<m}

initially

m =N

assign

ylm], y[x], m := y[x], y[m], m-1ifm>1

end{P2} 226



Triedenie — Sekvencné architektury 1

Priame zobrazenie na SA dava:

P1: ma N - 1 prikazov, ktore sa vykonavaju v cykle cez
rastuce /i, cely program potrebuje O(N2) krokov

P2: podobne

V nasledujucom ukazeme lepsiu realizaciu P1 a P2 na SA.
Z P2 odvodime heapsort, zlozitost O(N.log N) krokov.
Jadrom je zefektivnenie vypoctu maxima pola y[1 .. m].

Prvky y[1 .. m] dame do haldy tak, ze y[1] je maximum.
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Triedenie — Sekvencneé architektury 2

Program skeleton—-heapsort
declare
m: integer
initially
m =N
assign
y[m]l y[l]l m .= y[l]l y[m]l m -1
ify[ll]=(maxj:1<j<m::y[jl])Arm>1
0 prikazy na permutaciu y[1 .. m] tak, ze y[1] je maximum
end
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Triedenie — Sekvencné architektury 3

strom: y[i/] ma synov y[2i] a y[2i + 1] (a opacne byt synom)
potomok: nereflexivny tranzitivny uzaver relacie byt _synom
zavedieme pole top[1 .. N] of boolean,
top[il] = y[i] je vacsie ako y[j],
kde j je potomokial<j<m

formalne:
Invariant
(Vi ji1<i<m~anj<m njjepotomokina top[i] ::y[i] > y[j]) (8)

teda
top[l] = y[l] =(maxj: 1 <j<m:: y[j]).
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Triedenie — Sekvencné architektury 4

Budeme pouzivat nasledujuci

invariant ( V /: m/2 <i<N:: top[i]) (9)
teda topl[i] plati pre vSetky listy a usporiadanu cast y.
Predpokladajme, ze N je neparne.

Myslienka: ak top[2i] a top[2i + 1] platia, tak top[i] bude
platit, ak y[i] := max(y[i], y[2i], y[2i + 1]).

Nech I[/] oznacuje index toho syna i, ktory je vacsi, ak i nema
syna, potom I[/] = 2i

230



Triedenie — Sekvencné architektury 5

Program P3 {nedeterministicky heapsort}
declare

|: array [1 .. N] of integer

top: array [1 .. N] of boolean

always
mi: 1 <7i<N::
I[/] = 2i +1 ify[2i+ 1] > y[2]]A(2i+1<m) ~
2i if —(y[2i + 1] > y[2i]A(2i+1<m)) )
initially
(ii: 1 <i<N::top[il] = (2i > N) || yli] = x[i] )im =N
assign
ylm], y[1], m := y[1], y[m], m -1 iftop[l] Am > 1
|| top[1], top[[m/21] := false, true if top[1] A m > 2
I { usporiadanie y[I[/]] a y[i], ak top[2i] a top[2i + 1] }
(i 1 <i<N/2::
y[I[i11, ylil, topli], topl[l[i]] := sort2(y[I[i1], yli]), true, (2.1[i] > m)
if (2/ <m) A —top[i] A top[2i] A top[2i + 1] )
end{P3}
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Triedenie — Sekvencne architektury 6

Dokaz. Musime ukdzat, Ze P3 spifia (5), (6), (7). Z textu
programu zrejme platia (5), (8), (9).

Dokaz (7): (Vk: k>1.:m=k—>m<k)
Ukazeme, ze plati

true — top[1] (10)
m = k unless m < k (11)
m=kank>1naAtop[l] > m<k (12)

Potom m =k — (m = k A top[1]) v m < k z PSP aplikované na
(10), (11) a z predchadzajuceho a (12) mame

m=kank>1—->m<k
(11) a (12) platia priamo z P3, ostava dokazat (10).
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Triedenie — Sekvencné architektury 7
Dokaz (10): true — top[1]

Zavedieme metriku
d = ( +i: top[i]:: pocet vrcholov v podstrome s korenom /)

Vykonanim prikazu, ktory polozi top[i] := true pre nejaké i sa zvysi
hodnota d (lebo podstrom s korenom jeho synom je mensi)

Teda mame
d = D ensures top[1]vd > D
avsak hodnota d je ohranicena, teda

true — top[1]

Dokaz (6): FP= (m<1)
m>1-—->m<1 /* zo (7) */

Ak p — g, vieme, ze plati FP = (p = g), teda ak p —> —p, vieme, ze FP =
—p. Nech p=m > 1, potom FP = m < 1. Z textu programu vieme, ze m <
1 = FP.
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Triedenie — Paralelné architektury
(synchrénne) 1

zistime, ¢o sa da vykonat paralelne

Program P4
assign

(|- 1<i< NAaeven(i):: y[i], yl[i + 1] := sort2(y[i], v[i + 1]))
B0 (||t 1<i<NAaodd(i):: y[i], y[i + 1] := sort2(y[i], y[i + 1]) )
end{P4}

O(N) procesormi vykonanie P4 trva O(N). Nasledujlci program
priamo , pocita® kroky.
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Triedenie — Paralelné architektury
(synchronne) 2

Program P5

declare m: integer

initially kK = 0oy[0] = —eoly[N + 1] = o

assign

(|71 <i<N::y[i] :=min(y[i], y[i + 1]) if (/ = k mod 2)
~  max(yl[i], y[i — 1]) if (i # k mod 2) )

|| k:=k+1ifk<N

end{P5}
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Triedenie — Rank sort 1

Pre kazdy prvok z y vypocCitame pocet prvkov mensich alebo rovnych
v y — tato hodnota je poradové Cislo (pozicia) tohoto prvku v
usporiadanom y

Program P6
declare r: array[1 .. N] of integer
always
(i 1 Ni: r[i]=(+j: 1 <j<NAX[J] <x[i]:: 1))

<<
0 (|| i 1<i<N::y[r[il] = x[i])
end{P6}
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Triedenie — Rank sort 2

DoOkaz: treba ukazat nasledujlce tri vlastnosti programu P6:
1. rovnosti sU proper
2. y je permutacia x
3. y je usporiadané

Vyraz ( +j: 1 <j <N A x[j] < x[i] :: 1) mozno vypocitat v Case
O(log N) s O(N) procesormi.

Takze vsSetky r[i] mozno vypocitat v ¢ase O(log N) s O(N2)
procesormi.

Alebo v case O(N) s O(N) procesormi, ak jeden procesor rata r[/],
a to v case O(N).
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Protokol na komunikaciu
cez chybové kanaly (Faulty channels)

Proces sender ma pristup k nekonecnej postupnosti dat
ms

Proces receiver: jeho vystupom je postupnost mr, ktora
splna nasledovnu sSpecifikaciu:

Invariant mr c ms
lmrl =n—> |mrl =n+1
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Faulty channels 2

Ak procesy komunikuju cez neohraniceny spolahlivy
kanal “c”, rieSenie je jednoduchée:

c, ms := c¢; head(ms), tail(ms) {sender}
1 ¢, mr := tail(c), mr; head(c) if c # null {receiver}

kde initially c = mr = null a head(p); tail(p) = p.
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Faulty channels 3

Budeme riesit problém, ak c je chybné - sprava moze byt
stratena alebo duplikovanad, ale len konecne vela raz

Zjednoduseny problém:

sender a receiver komunikuju cez zdielané premenné x a y:
e sender pise do x a Cita y
e receiver pise do y a Cita x

T

seriider receiver

R
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Faulty channels 4

sprava je stratend, ak sender zapise do x prv, nez to receiver
precital

sprava je zduplikovana, ak receiver znova Cita x bez toho, ze
by sa medzitym obsah x zmenil

podobne plati strata/duplikovanie pre y

predpokladame, Ze sender posiela postupnost 1, 2, 3... (teda
spravy ocislujeme a namiesto sprav posielame len ich cisla)
nech:

ks — posledné Cislo poslané senderom

kr — posledné cislo prijaté receiverom

initially ks = 1 A kr=20

invariant kr < ks {prijima sa len to, &o bolo poslané}

kr=n—>kr=n+1 {nakoniec sa prijmu vsetky spravy}
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Faulty channels 5

pozadovany program musi spifat tdto $pecifikaciu a
naviac jeho prikazy sa daju rozdelit do dvoch skupin
(pre sender a receiver):

e ks vie Citat a pisat len sender (SRW)
e kr vie Citat a pisat len receiver (rRW)

e X, y sa mozu vyskytovat v oboch skupinach
e do x vie priradovat len sender
e do y vie priradovat len receiver
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Faulty channels 6

zjemnime progress podmienku:
kr=n-—>ks=n+1->kr=n+1
to sa zabezpeci prikazom
ks := kr + 1ukr := ks
pritom vSak toto nespifia podmienky (sRW) a (rRW)
opat zjemnime progress podmienku:
kr=n—->y=n—->ks=n+1->x=n+1->kr=n+1

e Program P1
declare x, y, ks, kr: integer
initially x, v, ks, kr=1,0,1, 0

assign

y = kr {receiver}
1 ks:=y+1 {sender}
1 X :=Ks {sender}
1 kr:i=x {receiver}
end
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Faulty channels 7

x je chybovy kanal, cez ktory sa posiela ks
y je chybovy kanal, cez ktory sa posiela potvrdenie

invariant y < kr<x<ks<y +1 (I1)

Dokaz:

e na zaciatku (I1) plati

e kardé priradenie a := b spifa a < b,
a teda vykonanie a := b zachova a<b
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Faulty channels 8

progress podmienka
kr=n—>y=n—o>ks=n+1—->x=n+1->kr=n+1

DoOkaz: ukazeme prey = n — ks = n + 1, ostatnée
podobne
e y = nensures ks = n + 1 vyplyva z nasledovného:
e y=naAkszn+1=y=kr=x=ks {z(I1)}
e {y=n}yks:=y+1{ks=n+1}
e {y=narks#zn+1ys{y=nvks=n+1}
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Faulty channels 9

Prenos lubovolhej postupnosti dat

ms — nekonecna postupnost (lokalna senderu)
mr — nekonecna postupnost (lokalna receiveru)
ms[j], j > 0 oznacuje j-ty element ms

do x sa pise dvojica x.dex, x.val

Program P2
declare x: (integer, data item), vy, ks, kr: integer
initially vy, ks, kr = 0, 1, Oomr = nullix = (1, ms[1])
assign

y = kr {receiver}
ks :=y+1 {sender}
0 x := (ks, ms[ks]) {sender}
0 kr, mr := x.dex, mr ; x.val if kr # x.dex {receiver}
end{P2}
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Faulty channels 10

Spravnost P2:
invariant mr < ms

lmrl =n—> |mrl=n+1

Pozorovanie: (I1) plati aj pre P2, kde miesto x je x.dex
oznacenie x.val € ms ak 3j : x.val = ms[J]
plati nasledovny

invariant x.val e ms A mrc ms A |mr| = kr (I2)
(Hint: z (I1) kr # x.dex = kr + 1 = x.dex)

Progress podmienka ma podobny dokaz ako v P1

Poznamka. Z (I1) a hintu kr := x.dex if kr # x.dex mozno v P2
nahradit kr := kr + 1 if kr # x.dex a zaroven mozno kr :=y + 1
nahradit ks := ks + 1 ifks = y
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Faulty channels 11

V predchadzajucich programoch duplikovanie a strata
spravy boli , pod kontrolou™ sendera a receivera

Specifikacia chybného (resp. chybového) kanala:
e kazda sprava moze byt konecne vela krat stratena
e kazda sprava moze byt konecne vela krat
duplikovana
e spravy suU prenasaneé v nezmenenom poradi
e spravy nemozu byt poskodené
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Faulty channels 12

situacia s chybovym kanalom FC a bezchybovymi kanalmi

CcS, Cr:

—_C.5 KA

T

seriider

— C7° k-

rreceriver
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Faulty channels 13

FC mo6ze len odobrat (head) z cs
cs je suffix cs® je stable v FC
(vSeobecne kvantifikované, cs® je konstantna postupnost)

FC moze pridat na koniec cr
cr0 je prefix cr je stable v FC

FC moze stratit spravu z cs alebo duplikovat spravu do cr
e cs: cela ,histéria® cs
e cs — cs: prefix ¢cs bez cs

u loss v: v je mozny vystup z chybného kanala, za predpokladu, ze
vstup je u

(null loss null)

(u loss v) = (u;m loss v) strata

(u;m loss v) = (u;m loss v;m)  duplikacia

invariant (cs - cs) loss cr 250



Faulty channels 14

ak sprava m (a ziadna ind) je nekonecne vela krat pridana do cs, tak sa m raz
(eventually) objavi v cr

Predpokladdme mnozinu predikatov p.m (predikat existuje pre kazdé m)
. ak p.m plati, Ziadne ind sprava ako m neméze byt pridana do cs
. p.m plati nanajvys pre jedno m (pocas ,vypoctu")
. ak p.m je true, tak raz (eventually) bude false alebo m je pridane
do c¢s (t.j. zvyS| sa dlzka cs)

za tychto predpokladov FC zarudi, ze ak raz p.m je true, potom sa raz
eventua//yg) bude rovnat false alebo m sa objavi v cr

Predpoklad:
p.MAp.n=m=n
p.m A ¢s = null unless —p.m v ¢cs = {m))
p.m A (cs = ¢cs%) A (cs # null) unless —p.m v ¢s = tail(cs®) v ¢cs = ¢cs%;m
p.mn |cs| = k— —-p.mv |cs| > k

Zaver: p.m — —p.mv (m e cr)
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Faulty channels 15

Program simulujuci FC

strata spravy
cs .= tail(cs) if cs # null

duplikacia spravy
cr := cr;head(cs) if cs = null

spravny transfer
cs, cr := tail(cs), cr;head(cs) if cs = null

neobsahuje predpoklad, ze len konecne vela chyb
mozno vykonat za sebou

zavedieme premennu b: boolean, ktora znaci ,,chyba
nenastane™
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Faulty channels 16

Program FC
declare b: boolean
initially b = false
assign
cs .= tail(cs) if cs # null A —b
0 cr := cr;head(cs) if cs = null A —=b
0 b, cs, cr := false, tail(cs), cr;head(cs) if cs = null
01 b := true
end

253



Faulty channels 17

ProtokoltFC pre komunikaciu s dvoma chybnymi kanalmi
(pre cr, cs a pre ackr, acks) ma splnat nasledujuce
podmienky:

Invariant mr c ms

lmr| =n— |mr| =n+1

Modifikujme P2 nasledovnym sposobom:
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Faulty channels 18

Program P3

declare ks, kr: integer

initially
ks, kr=1,0

0 c¢s, cr, acks, ackr = null, null, null, null

B0 mr = null

assign
ackr := ackr;kr

0 ks := ks + 1 if acks # null ~ ks = head(acks)
|| acks := tail(acks) if acks = null

0 cs := cs;(ks, ms[ks])

0 kr, mr := kr + 1, mr;head(cr).val if cr # null A kr # head(cr).dex
|| cr := tail(cr)

end
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Faulty channels 19

Pri dokazovani spravnosti protokolu pouzijeme upravené
invarianty (I1), (I12)

invariant y < kr< x.dex<ks<y + 1 (I1)
invariant x.val e ms A mrc ms A |mr| = kr (I2)

(I1) sa da prepisat (x, y m0zu byt nedefinované, ak
zodpovedajuce kanaly su null) nasledovnym sposobom

(Vy:yeacksvyeackri:y<kranks<y+ 1) A
(VX: X e ¢S v X € cri: kr < x.dex < ks) A
kr < ks <kr+1

podobne sa da prepisat aj (12)

potrebujeme este jeden invariant:

invariant cs.dex, cr.dex, acks, ackr su neklesajuce
postupnosti (I3)

Uloha: dékaz (I1), (I2), (I3) a nasledujlcej progress podmienky:
kr=n—>kr=n+1
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Faulty channels 20

Z (I1) pre P3 mame
ak cr # null tak kr < head(cr).dex < kr + 1

teda
kr # head(cr).dex = (kr mod 2 = [head(cr).dex] mod 2)
ks = head(acks) = (ks mod 2 = head(acks) mod 2)

P3 moze byt zjednodusSené tak, ze nahradime kr, ks
nasledujucimi: kr mod 2, ks mod 2

dostavame Alternating Bit Protocol
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Global snapshots 1

Uloha: modifikovat dany program tak, aby sme mohli
zaznamenat stav jeho vypoctu

Toto je problémom pri asynchrénnych a distribuovanych
systémoch

Priklad:
Program P
declare x, y, z: integer
initially x, y,z=10,0, 0
assign x :=z + liy ;= x1z .=y

end
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Global snapshots 2

stavom P je trojica hodnot x, y, z

lahko vidno, Ze jedind mozna postupnost stavov P je

(0,0,0)—~>(1,0,0)->(1,1,0)~>(1,1,1)>(2,1,1) >
(2,2,1) > ..

P spifa invariant
invariant (x 2 y) A(y2z) A (z+ 1 = x)

ak hodnotu x zaznamename v stave (0, 0, 0) a hodnoty y
a z v stave (1, 1, 0), tak zaznamenany stav (0, 1, 0) nie je
stavom ziadneho vypoctu

259



Global snapshots 3

Podrobnejsia Specifikacia:

pre zjednodusenie budeme predpokladat, Ze stav sa
zaznamenava len raz (lahko sa to rozsiri pre
viacnasobné pouzitie)

transformujeme dany program tak, ze potom tento
zaznamena stav povodného programu

zaznamenany stav — stav, ktory sa moze vyskytnut vo
vypocte, a to medzi tym, ked' je zaznamenavanie
(zaznam) inicializované a ukoncené

zaznamenavanie je inicializované, ak premennej begun
je priradena hodnota true

begun je stable
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Global snapshots 4

nezaoberame sa tym, kedy sa begun stane true

predpokladame, ze ak begun sa stane true, ak v
konecnom case sa ukoncCi zaznamenavanie

pod stavom myslime stav (t.j. hodnoty premennych)
povodného programu

[sO] v [s1], kde sO, s1 su stavy a v je konecna
postupnost prikazov, znamena: ak zacneme v s0O a
vykoname v, tak skonCime v s1

init — stav, pri ktorom je zaznamenavanie inicializované
(begun « true)

rec — stav zaznamenany transformovanym programom
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Global snapshots 5

cur — okamzity stav vypoctu

pozadujeme, aby existovali postupnosti u, v take, ze

[init] u [rec] A [rec] v [cur] ak bolo zaznamenavanie
ukoncené

stavové premenné:
x.done - plati prave vtedy, ked x bolo zaznamenané

zaznamenavanie je ukoncenég, ak Vvx plati x.done
zaznamenana hodnota je ulozena do x.rec

stav rec je teda dany hodnotami ( vx:: x.rec)
stav cur je dany momentalnymi hodnotami x
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Global snapshots 6

invariant a progress podmienka:

invariant { Ax:: x.done )= ( 3u, v: [init] u [rec] A [rec] v [cur] )
begun — { Ax:: x.done )

neformalne:
e zaznamenavanie sa skonci v konechom case
e [rec] je na nejakej ,ceste™ medzi [init] a [cur]

Program P1

initially ( ||x:: x.done = false )

add ( ||x:: x.rec, x.done = x, true if begun A —x.done )
end{P1}

P1 je nevhodny pre asynchronne a distribuované pocitace
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Global snapshots 7

Ziemnenie povodnej specifikacie:

pre kazdy stav vypoctu (pévodného programu)
definujeme
x.partial =  x.rec if x.done

~ X if —x.done

invariant a progress podmienka:
invariant begun = ( 3u, v: v obsahuje len zaznamenane

premenne:: [init] u [partial] A [partial] v [cur] )
begun — { Ax:: x.done )
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Global snapshots 8

neformalne:

e partial je kombinaciou rec a cur

e pre zaznamenaneé rec = partial

e pre nezaznamenaneé cur = partial
ked’ sa inicializuje zaznamenavanie, init = partial
ked sa zaznamenavanie skonci, rec = partial
zaznamenavanie nemeni partial
v nechava partial nezmeneny

Vypocet pre program P:
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Global snapshots 9

Events State Zaznamenané€  partial X.rec y.rec  Z.rec
initially 0,0,0 _ 0,0,0 _ _ _
zmena stavu  1,0,0 _ 1,0,0 _ _ _
zaznam X 1,0,0 x 1,0,0 1 _ _
Zaznam y 1,0,0 x,y 1,0,0 1 0 _
zmenastavu 1,1,0 X,y 1,0,0 1 0 _
zaznam Z 1,1,0 x,y,z 1,0,0 1 0 0
zmenastavu 1, 1,1 Xx,y,z 1,0,0 1 0 0
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Global snapshots 10

Pravidlo R:

e Ked sa prikaz daného programu vykona, tak plati jedno z
nasledujucich:

e vSetky premenné v danom prikaze su zaznamenang,

e vSetky premenné v danom prikaze su
nezaznamenaneg;

e hodnota x moze byt zaznamenana hocikedy potom, ¢o
bolo zaznamenavanie inicializovane, a prv, nez sa vykona
prikaz obsahujuci x a nejaké uz zaznamenané hodnoty.

e Tvrdenie: Kazdy program, ktory implementuje R, spitia
predchadzajuci invariant.
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Global snapshots 11

Neformalny dbkaz:

Invariant plati, ked' inicializujeme zaznamenavanie, za u, v
vezmeme null.

Ukazeme, ze invariant sa zachova po vykonani prikazu t, ktory
splna R.
e nech vsetky premenné v t su nezaznamenané a plati
invariant pred vykonanim t. v obsahuje len premenné

zaznamenané, teda v a t nemaju spolo¢né premenné. Mo6zu byt
teda vykonané nezavisle na sebe;

e za U vezmime u;t
e Za vvezmime v

e nech vsetky premenné v t su zaznamenané; potom partial sa
nemeni;

e 7Za U vezmime u
e za v vezmime v;t
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Global snapshots 12

Formalne:

V okamihu, ked’ sa inicializuje zaznamenavanie (begun « true)
plati

init = cur A partial = cur
teda invariant plati pre u = v = null.

Predpokladajme, ze invariant plati pre nejake u, v a nejaky
vypocet.

269



Global snapshots 13

Ak sa zaznamena premenna, tak sa nemenia hodnoty partial
alebo cur a teda mézeme zobrat povodné u, v.

Teraz budeme uvazovat, Ze sa vykona prilaz t. Nech cur’ je stav
pred vykonanim t a cur je stav po vykonani t.

Podobne pre partial.

Z invariantu mame:
[init] u [partial’] A [partial’] v [cur’]
dalej
[cur’] t [cur]
Musime najst u’, v’ tak, aby platilo
[init] u’ [partial] A [partial] v’ [cur]
(Vykonanie t neovplyvnuje x.done alebo x.rec.)
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Global snapshots 14
Pripad 1.

t obsahuje nezaznamenané premenne.

Potom lahko vidno
[partial’] t [partial] (**)

[init] u;t [partial]

[partial’] v;t [cur] (*)
t obsahuje len nezaznamenané premenné t.j. mozno
vymenit poradie t a v, mame teda

[partial’] t;v [cur]

z predchadzajuceho (**)

[partial] v [cur] -



Global snapshots 15

Pripad 2.
t obsahuje len zaznamenané premenne.

Z definicii

x.partial = x.rec if x.done ~ x.cur if —x.done
x.partial’ = x.rec if x.done ~ x.cur’ if —x.done

teda partial = partial’
[init] u [partial]

dalej z [partial’] v [cur’] mame
[partial] v;t [cur]
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Global snapshots 16

Jednoduché programy na zaznamenanie
stavu

Asynchréonna shared-memory:

e v nejakom okamihu sa procesy docasne zastavia

e zastaveny proces ostane zastaveny, kym sa
nezaznamena globalny stav

e ked su vsetky zastaveng, ich stavy su zaznamenané
e po zaznamenani sa opat spustia

takto modifikovany program trividlne spifa R
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Global snapshots 17

Distribuovana architektura:

vyuzijeme proces central

central posle vSetkym procesom poziadavku zastavit
vypocet

kazdy proces po obdrzani tejto spravy posle potvrdenie
centralu a zastavi sa

ked’ central dostane potvrdenie od kazdého procesu,
vsetkym posle prikaz na zaznamenanie stavu

kazdy proces zaznamena stav a posle ho centralu

ked' central dostane od kazdého jeho stav, posle vsetkym
pokyn na pokracovanie

ked procesy tento pokyn na pokracovanie dostanu, poslu
centralu potvrdenie a pokracuju

ked central dostane vsetky potvrdenia o pokracovani, je
pripraveny na dalsi zaznam
kazdy proces vyuzije 6 sprav, trivialne to splna R
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Global snapshots 18

zatial'sme ignorovali, Co s obsahom kanalov (proces nemoze
Citat priamo cez kanal)

e stav kanalu vypocitame z toho, co bolo poslané minus to,
co bolo prijate

e pre kanal c plati:
e c.sent = c.received; c.state

t.j.
e c.state = c.sent - c.received
e c.sent je lokalna tomu, Co posiela
e c.received je lokalna tomu, ¢o prijima
Definujeme:
c.state.rec = c.sent.rec — c.received.rec

e takyto mechanizmus je dost neefektivny, lebo c.received,
C. s%ntlmozu byt velmi dlhé, no my potrebujeme len ich
rozdie

Modifikacia:

e ked proces zastavi ¢innost, prv nez zaznamena svoj stav,
posle na kazdy vystupny kanal marker (znacku)
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Global snapshots 19

Efektivhe programy na zaznamenanie
stavu

Asynchronna shared-memory:

epredpokladajme, ze premenna y v prikaze t bola

zaznamenana t.j. plati y.done a ze ina premenna x v t nebola
zaznamenana, t.j. —x.done

epravidlo R hovori, ze t nemo6ze byt vykonané skor, nez sa x
nezaznamena

ezaznamenanie x mozno dorobit zaroven s t:
{ ||x: t obsahuje x A —x.done::

x.rec, x.done = x, true if ( y: t obsahuje y:: y.done)) || t
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Global snapshots 20

na zaciatku predpokladajme, ze zaznamenavanie je

iniciované zaznamenavanim jednej specifickej
premennej first

first.rec, first.done := first, true if begun A —first.done

je isté, ze v koneCnom cCase po zaznamenani first bude
zaznamenana kazda premenna, ktora sa vyskytuje v

nejakom prikaze t spolu s first
Definujme:
Xx je_spolu s y = (3 prikaz t:: t obsahuje x A t obsahuje y )

je_spolu™ = tranzitivny uzaver je spolu

Plati:

x.done A x je_spolu s y — y.done

x.done A x je_spolu™ s y —> y.done 277



Global snapshots 21

ak pre nejaku premennu y neplati
first je_spolu™ s y

tak premenné rozdelime do skupin a zaznamenavanie aplikujeme
zvlast pre kazdu skupinu

Program P2

initially ( ||x:: x.done = false )

transform Vvt
{ ||x: t obsahuje x A —x.done::

x.rec, x.done = x, true if ( y: t obsahuje y:: y.done))

||t

add
first.rec, first.done = first, true if begun A —first.done )

end{P2} 578



Global snapshots 22

Distribuovana architektlra:

1 Nech iniciator je proces, ktory iniciuje zaznamenavanie
tak, ze zaznamena svoj vlastny stav a posle markre na
vSetky vychadzajuce kanaly

2 Proces, ktory este nezaznamenal svoj stav, po prijati
markra zaznamena svoj stav a posle marker na vsSetky
vychadzajuce kanaly, ktoré mu patria

3 Stav kanala je zaznamenany procesom, ktory z neho
prijima spravy — je to postupnost sprav prijata po tom,
co jeho vlastny stav je zaznamenany a prv, nez sa
prijme marker
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Global snapshots 23

Pouzitie logickych hodin pri distribuovanej architekture

Kazdému procesu u priradime nezapornu ciselnd premennu u.m
- ,logické hodiny" a na zaciatku u.m = 0

1. u.m sa zvysi suCasne s vykonanim kazdého prikazu u

2. Ak u posle spravu, tak k nej prida ,timestamp" shodnotou
u.m

3. Ak v prijme spravu s ,timestamp" k tak do v.m sa da
hodnota vacsia nez k

4. Kazdy proces u zaznamena svoj stav ked u.m. dosiahne Z,
kde Z je nejaka konstanta

5. Sprava je zaznamenana, ak logicky cas ked' je poslana je Z
alebo mensi a logicky Cas kedy je prijata je vacsi ako Z



Detekovanie stabilnych vlastnosti 1

Detekovanie stabilnych vlastnosti:

- je to problém, ked to musime robit
pocas behu programu

- rozdelime ulohu na dve Casti:
1. zaznamename globalny stav

2. zistime, Ci zaznamenany stav ma
pozadovanu vlastnost
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 2

e claim ..... boolovska premenna
e W .......... stabilna vlastnost

claim detects W ak:

invariant claim => W
W — claim
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 3

® 1eC .uuueeen... zaznamenany stav
e W(s) hodnota W v stave s

Definujme:
claim = W(rec)

(predpokladajme, ze pociatocna hodnota rec je
taka, ze — W(rec) )
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Detekovanie stabilnych viastnosti 4

Riesenie:
rec:= globalny stav vypoctu if — W(rec)

t.j. z Casu na Cas sa zaznamenava rec az kym
neplati W(rec)
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 5

Dokaz spravnosti stratégie, t.j. toho, ze
plati:

W(rec) detects W

(W- hodnota W(st) pre momentalny stav st)

Dékaz invariantu (invariant W(rec) => W)

kazdy stav st po zaznamenani je
dosiahnutelny z rec i.e. existuje v

[rec] v [st]
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 6

Kedze W je stable tak pre kazdé dva

stavy sl1,s2 take, ze s2 je dosiahnutelne z
sl plati:

W(sl) => W(s2)
a odtial
W(rec) => W(s)

pre vSetky stavy s, ktoré sa vyskytuju po
ukonceni zaznamenavania

286



Detekovanie stabilnych vlastnosti 7

Dokaz progress podmienky (W — W(rec) )

ak zaznamenavanie je iniciované v stave ked' W
plati, tak W bude platit aj v stave rec (kedze

je W stabilné)

Plati W ensures W(rec)

kedZe

{W A = W(rec) }

rec:= globalny stav vypoctu if — W(rec)
{W(rec) }
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Detekcia terminacie

Detekcia terminacie

dana mnozina procesov V, kazdy proces méze byt v dvoch
stavoch:

- idle (dosiahol pevny bod)

- active (- idle)

ak je process v idle tak jeho stav m6ze zmenit iny proces u,
ktory s nim zdiela premennu, ktorll u mdze menit (tento vztah
oznacime grafom (V,E), kde (u,v) je hrana) t.j.:

v.idle := v.idle A u.idle

aktivny proces sa moze kedykolvek stat idle
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Detekcia terminacie

Program RO
assign
<mnu,v :(u,v)e E:: v.idle := v.idle A u.idle >
0 <0u : u e V:: u.idle := true>
end

terminacia nastane, ked’ vSetky procesy su idle, t.j.
W=< AuUu:ueV::u.idle >

claim detects W
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Detekcia terminacie

Program R1
initially claim = false
add
claim := < Au:ueV:: u.idle >

tento program sice detekuje terminaciu ale je vhodny len
pre sekvencné architektury
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Detekcia terminacie

Asynchronna shared-memory architektura

Stratégia:
invariant d = {u | u.idle}
claim detects (d=V)

Program R2
initially claim = falserd = {u | u.idle}
assign

<mnu,v :(u,v)e E:: v.idle := v.idle A u.idle

|| d:=d - {v} if —u.idle >

0 <0u:ueV::u.idle:=true || d:i=du {u} >
0 claim := (d=V)
end

291



Detekcia terminacie

nevyhoda R2 je, ze d sa meni kazdym prikazom

Vylepsenie:

b - mnozina procesov

u.delta -mnozina procesov, ktoré u

aktivoval od poslednej zmeny b (u.delta je lokalna ku u)
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Detekcia terminacie

Program R3
initially claim = falseib=Ji<nu : u.delta= @ >
assign

<mnu,v :(u,v)e E:: v.idle := v.idle A u.idle

|| u.delta:= u.delta U {v} if —u.idle >

01 <0u : u e V:: u.idle := true >
0 <Oiu : b,u.delta := b u {u} —-u.delta, g if u.idle >
0 claim := (b=V)
end
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Detekcia terminacie

Distribuovana architektura

- Idle proces sa stane aktivhym po prijati spravy
- Idle proces neposiela spravy

Podmienka ktoru ideme detekovat:
- Vsetky procesy su idle
- Vsetky kanaly su prazdne



Detekcia terminacie

Kanal budem reprezentovat ako
(u,v).c — kanal z u do v, je typu postupnost

m = sprava, nemusime rozliSovat aka je, t.j. m oznacuje kazdu
spravu



Detekcia terminacie

Program
assign
{u posle spravu m cez kanal (u,v).c ak u je aktivny}

<o(u,v) :: (u,v).c := (u,v).c;m if —u.idle >

I

{v sa stane aktivhym po prijati spravy z kanalu (u,v)?}

<o(u,v) :: v.idle,m,(u,v).c := false, head((u,v).c), tail((u,v).c)
if (u,v).c=null >

I

<iu.idle := true>

end



Detekcia terminacie

- Idle proces v distribuovanej architekture odpoveda
tomu v nedistribuovanej, ktory ma navyse prazdne
vsetky kanaly, ¢o z neho vedu

- Viacero moznosti ako detekovat prazdnost
vychadzajucich kanalov:
- proces dostane potvrdenie o prijati kazdej
poslanej spravy
- proces posle marker a dostane potvrdenie o
jeho prijati

- u.e detects .... <av : (u,v) €E :: (u,v).c = null>



Detekcia terminacie

Program

initially claim = falseob = emptyn<in u.delta = empty>
assign

{u posle spravu m cez kanal (u,v).c ak u je aktivny}

<o(u,v) :: (u,v).c, u.delta := (u,v).c;m, u.delta u {v} if —u.idle>
{v prijme spravu cez kanal (u,v).c }
n1<o(u,v) ::v.idle, m, (u,v).c := false, head((u,v).c),
tail((u,v).c) if (u,v).c # null >
0 <iu:: u.idle := true>
0 <iu:: b, u.delta := b u {u} - u.delta, empty if u.idle >
0 claim := (b=V)
end



Detekcia terminacie

Nevyhodou predchadzajluceho riesenia je ze kazdy proces u
musi udrziavat u.delta, ktoré moze byt velké

(neprazdna) mnozina J detekujlcich procesov - r6zna od V
j.flag - boolovska, pre kazde j z ]

mnozinu V si rozdelia procesy z J

g(v) - clen J, ktory ma na starosti v

ak j.flag plati pre vsetky j, tak vsetky procesy v b su idle



Detekcia terminacie

Program
initially claim = falseob = empty >
assign

<o(u,v) :: v.idle := u.idle A v.idle || g(u).flag := g(u).flag A u.idle
>

0 <iu:: u.idle := true>

I <0j:: b, j.flag := empty, true if —j.flag>
1 <tu::b:=bu{u} if u.idle >
0 claim := [(b=V) A < Aj::]j.flag >

end



Paralelna
,Garbage Collection"

Dany program mutator a graf s pevne danou mnozinou
vicholov.

Hrany mo6zu byt pridané alebo odobrané mutatorom.
Jeden z vrcholov sa vola root.

Vircholy dosiahnutelné od root sa volaju food.

Vsetky vrcholy, co nie su food, su garbage.

Vircholy, ktoré su garbage v case ked’ mutator je inicializovany
sa volaju manure.



Paralelna
,Garbage Collection"

Daneé su vlastnosti add[u,v] a del[u,v].

Hrana z u do v sa prida, ak podmienka
add[u,v] plati. Ak add[u,v] plati, tak v je
food.

Hrana z u do v sa odoberie, ak del[u,v] plati.



Paralelna
,Garbage Collection"

Uloha: modifikovat program mutator tak, aby oznadil
vrcholy tak, ze na konci su vsetky food vrcholy
oznaceneé a vsetku manure vrcholy su neoznacene.

u je oznaceny <---> u.m plati

Vrcholy, ktore sa stanu garbage (non-manure) mozu
byt oznacené alebo neoznacené.

Boolovska premenna over indikuje, Ci oznacovanie
skoncilo.



Paralelna
,Garbage Collection"

1) Ak over plati, tak vsetky food vrcholy su
oznacené a vSetky manure vrcholy su
neoznacene.

2) Raz bude platit over.



Paralelna
,Garbage Collection'

\

Program mutator

always

R=E* {R je reflexivny a tranzitivny uzaver E}

0 <ou :: u.food = R[root,u]iu.garbage = —u.food>

initially <ou :: u.manure = u.garbage>

assign
<iu,v, ::
E[u,v] := true if add[u,V]
nE[u,v] := false if dell[u,V]
>
end



Paralelna
,Garbage Collection"

Transformovany mutator musi splfiat nasledovné:

(spl):
over => <VUu

(sp2):
true — over

» u.manure :: aU.Mm> A < VU

. u.food ::

u.m >



Paralelna
,Garbage Collection"

Vlastnosti mutatoru:

food dosahuje len food (mu4-5)

Ziadna nova cesta sa nevytvori ku garbage (mu6)
garbage ostava garbage (mu?7)

manure je garbage (mu8)

manure sa da dosiahnut len od manure (mu9)



Paralelna
,Garbage Collection"

-E[u,v] unless =E[u,v] A v.food (mul)
initially u.manure = u.garbage (mu2)
constant u.manure (mu3)

Odvodené vlastnosti:

invariant R[u,v] A u.food => v.food (mu4)
invariant R[u,v] A v.garbage => u.garbage (mub)
-R[u,v] unless =R[u,Vv] A v.food (mub)
stable v.garbage (mu7)
invariant v.manure => v.garbage (mu8)

invariant R[u,v] A v.manure => u.manure (mu9)



Paralelna
,Garbage Collection"

Jednym rlesenlm by bolo zaznamenat globalny stav (E) a potom
vypoatat Jeho vlastnosti (R, ...). To chce vSak vela pamate a tu ideme
naopak Setrit.

Najprv mutator transformujeme na propagator (udeluje marks).

Pravidlo T:

1) root Je oznaceny, 2) vsetky vrcholy spojené z oznacenych su
oznacené

T=roottma<Vu,v:umaE[u,v]::v.m>

invariant v.manure => av.m (prl)
stable T (pr2)
true - T (pr3)



Paralelna
,Garbage Collection"

Potom propagator transformujeme na marker (zistuje, ¢i to
predchadzajuce uz skoncilo).

over detects T

lahko sa ukaze, ze marker spifa (spl) a (sp2)



Paralelna
,Garbage Collection"

Jednoducheé riesenie pomocou algoritmu na zistenie dosiahnutelnosti
nefunguje:

yech su na zaciatku u,v,w food a existuje hrana z v do w ale nie z u
o W.

V cykle sa bude robit:

Dvojica (u,w) sa skontroluje ale ni¢ sa nezmeni, lebo taka hrana nie
je.

mutator prida hranu z u do w

mutator vymaze hranu z v do w

Dvojica (v,w) sa skontroluje ale ni¢ sa nezmeni, lebo taka hrana nie je.
mutator prida hranu z v do w

mutator vymaze hranu z u do w



Paralelna
,Garbage Collection"

Vlastnosti propagatora

1)
2)

3)
4)

5)

Ak sa prida hrana z u do v tak v sa oznaci (pr4).

NeoznacCeny vrchol v sa oznaci ak je food alebo
ak existuje oznaceny u z ktoreho vedie hrana do

v (pr5).
Oznacené vrcholy ostavaju oznacene (pro6).

Ak je hrana z oznaceneho u do neoznaceneho v,
tak v sa raz stane oznaceny alebo sa hrana
odstrani (pr7).

Na zaciatku je len root oznaceny (pr8).



Paralelna
,Garbage Collection"

- E[u,v] unless v.m
=v.m unless =v.m A (v.food v < 3u :: u.m A E[u,v]>)

stable v.m
true - (u.m A E[u,v] => v.m)
initially u.m = (u =root)

Vlastnosti (pr4-8) a vlastnosti mutatora implikuju (pri-3).

(préd)
(pr>5)
(pr6)
(pr7)
(pr8)



Paralelna
,Garbage Collection"

Program propagator (transformacia mutator)
always

R=E* {R je reflexivny a tranzitivny uzaver E}

0 <iu :: u.food = R[root,u]ou.garbage = —u.food>

initially <ou :: u.manure = u.garbageiu.m=(u=root)>

assign
< 1wy, i
E[u,v],v.m := true, true if add[u,V]
0 E[u,v] := false if dell[u,V]

1 v.m :=v.mv (um a E[u,v])

end



Paralelna
,Garbage Collection"™

Ideme detekovat terminaciu markovania

b-mnozina parov (u,v), ma.flag, mu.flag (markin g? a mutator
flag — budu oznacovat kto to mohol pokazit (false))

invariant
ma.flag A mu.flag =>

<vu,v: (u,v)e b :: uma E[u,v] => v.m> (ma2)
T —- ma.flag A mu.flag A (b = VV) (ma3)
(ma.flag A mu.flag A b = VV) detects T

over detects (ma.flag A mu.flag A b = VV) (ma4)



Paralelna
,Garbage Collection"™

Na zaciatku je b prazdne a over je false.
Prida sa (u,v) do b ak u.m a E[u,v] implikuju v.m.

b sa vyprazdni a obidve flags sa nastavia true ak nejaka
flag je false.

Nastavi sa flag na false, ak neoznaceny vrchol je oznaceny.

Premenna over sa nastavi true, ak su také obidve flags a b
je VV.



Paralelna
,Garbage Collection"™

Program marker

always

R=E* {R je reflexivny a tranzitivny uzaver E}

0 <ou :: u.food = R[root,u]iu.garbage = —u.food>

initially <ou :: u.manure = u.garbageiu.m=(u=root)>
01 b = empty {ma.flag, mu.flag su lubovolné}

assign
< v, ::
E[u,v],v.m := true, true if add[u,Vv]
|| mu.flag := false if add[u,v] A =v.m
0 E[u,v] := false if dell[u,Vv]
0 v.m :=v.mv (um A E[u,v])
|| ma.flag := false if =v.m A (u.m A E[u,V])
0 b:=bu{(u,v)} if uum A E[u,v] => v.m
>

0 b,ma.flag, mu.flag := empty, true, true if =ma.flag v =mu.flag
01 over := (b =VV) A ma.flag A mu.flag
end



Kombinatorické hladania

Backtrack
Specifikacia:

Dané pole kladnych Cisiel A[0..N-1], N >0
a kladné cislo M.

Uloha: zistit & stucéet niektorych prvok pola A
sa rovna M.



Podmnozina prvkov z A sa da jednoznacne
reprezentovat rastucou postupnostou
indexov.

Hruba sila - uplné prehladavanie -
vygeneruju sa vsetky podmnoziny a pre
kazdu sa zistli, Ci sa sucet rovna M.

Systematicky sposob generovania -
lexikograficke usporiadanie.



EfektivnejSie riesenie:

Ak pre postupnost indexov seq odpovedajuci sucet
prevysi M, tak ziadne rieSenie nemoze obsahovat
vsetky indexy zo seq.

Odstranime posledny index v seq a skumame
lexikograficky nasledujucu postupnost.

Pre jednoduchost predpokladajme, ze:
1) Pre kazdé i, A[i] neprevysSuje M
2) A [i] je mensie alebo rovne ako A [i+1]



Nech v je index, ktory uvazujeme pridat do seq.
Nech sum je sucet prvkov s indexmi v seq plus A[v].

Nech top(seq) je posledny prvok v seq, to co ostane
bude pop(seq).

Priddme posledny prvok do A, A [N]=M.

Ulohou je zistit, & existuje prisluénd postupnost
neobsahujuca N.



Program

declare sum, v : integer, seq : sequence of integer

always sum=<+i:ieseq::Ali] > + A[V]
initially seq, v = null, 0
assign
seq, vV .= seq;Vv, v+1 if sum < M
~ pop(seq), top(seq) +1 ifsum > M
end



Dokaz spravnosti programu

- ukazeme ze vzdy dosiahne pevny bod
- pre kazdy pevny bod plati:

v je rézne od N iff sucCet nejakej podmnoziny
A[0..N-1] je rovny M.



Invariant

(seq;Vv) je rastuca postupnost indexov z 0..N
a

ziadna postupnost lexikograficky mensia ako
(seq;v) nie je riesenim



FP (sum = M)

(<+i:1ieseq:: Ali]> + Alv])=M

Ak v # N pre pevny bod, tak seq;v je riesenie

Problem je NP uplny.



Uloha:
Vynasobit matice My M, .~ My N >0
tak aby sme minimalizovali pocCet skalarnych operacii.

Nasobenie je asociativhe - M; x (M, X M3 ) = (M; X M5 ) X M5

Ak nasobime matice s dimenziou u,v a v,w
tak potrebujem u x v x w skalarnych operacii.

Vysledny pocet operacii moze zavisiet od poradia nasobenia.



RieSenie hrubou silou - vyskusanie vSetkych moznych postupnosti nasobenia.
(exponencialne riesenie)

LepsSie riesenie:
Pre N=1 je riesenie trivialne — pocet skalarnych operacii je rovny 0.

Pre N > 1, posledné maticné nasobenie je medzi A a B, kde A je vysledok
nasobenia M; x ... x M a B je vysledok nasobenia My, X ... X My

Nech matica M; ma r[i-1] riadkov a r[i] stipcov.
Potom A ma dimenziu r[0] x r[k] a B ma dimenziu r[k] x r[N].

Celkovy pocet potrebnych operacii je r[0] x r[k] x r[N] plus pocCet operacii
potrebnych na vypocet A a B.

V pripade optimalneho rieSenia aj pocet nasobeni pre A a B musi byt optimalny.



Nech g[i,j] je minimalny pocet operacii potrebnych pre vynasobenie
M X ... X M.

Program
always
<pi:1<i<N::g[ii]=0>
I
<ti,j:1<i<j<N::q[ij] =
<mink:i<k<j::glik] + g[k+1,j] + r[i-1] X
r[k] x r[j]>
>
end

Mnozina rovnosti je proper.

Vypocet [i,jg Eotrebuje na sekvencnom pocitaci O(N) krokov a
spolu teda O(N3) krokov



Paralelné riesenie:
Vypocet g[u,v] potrebuje hodnotu g[x,y] iba ak (v-u) > (y-x).
Naraz teda mézeme podcitat g[u,v] a g[x,y] ak (v-u) = (y-x).

T.j. naraz mézeme podcitat g[i, i+t] pre ,vSetky" i a t.



Program

always

<pi:1<i<N::g[ii]=0>

0

<pt:1<t<N

<||li,j: 1<i<j<NAj=i+t::

gli,jl] = <mink : i<k <j::qglik] +g[k+1,j] + r[i-1] x r[k] x r[j]>
>

>

end

Pre kazdé t najviac O(N) premennych je definovanych.
Vypocet kazdej potrebuje O(log N) krokov s O(N2) procesormi
Spolu potrebujeme O(N log N) krokov s O(N2) procesormi.



Dany orientovany graf s vrcholmi ocislovanymi od 0 po N.
Dana matica E, E[u,v] je true, ak existuje hrana z u do v.

Vzdialenost u - dist(u) - je pocet hran na ceste od 0 po u ak cesta
existuje, inak oo,

dist(0)=0

Uloha: ndjst dist(u) pre vetky vrcholy.



Prehladavanie do sirky

Vrchol so vzdialenostou k+1 ma predchodcu
so vzdialenostou k.



Program

k: integer

d: array[0..N] of integer

initially

k=0 || d[0]=0

[| <||v:0O<Vv<N::d[v] =00 >
assign

<|[|v:iO<v<N::d[v] := min(d[v]k+1)
if <3u: 0 <u<NAE[u,v]:: dlu]=k>
>
|| k := k+1 ifk <N
end



Uloha: ndjst cestu z vrcholu 0 do vrcholu dest v orientovanom grafe.
Prehlad4vanie do hibky.

Na zaciatku cesta obsahuje len 0.

Cestu predlzujeme.

Ak posledny jej vrchol nema nasledovnika, odstranime ho a skusame
predposledny vrchol.

Pre jednoduchost predpokladame, ze kazdy vrchol ma aj naslednika
mimo cesty.

Zavedieme specialny vrchol N, ku ktorému vedie hrana od kazdeho
iného.



Zavedieme Ciselné pole p

Pre kazdé x, 0 < x <N

(p[x] < 0 => x nikdy nebolo pridané do cesty)
VAN

(0 < p[x] < N => x je na ceste a

ak x # 0, p[x] je predchodca x na ceste)

VAN

(N < p[x] => x bolo odstranené z cesty)



Program

declare
u,v : integer
p: array[0..N] of integer

always
v=<minj:0<j<NAaE[uU,j]l Apljl <0 ::j>
initially

<0j: 0<j< N:: E[]jN] = true>
1 u=0mp[0] =1 {pre N > 1 vrchol O je na ceste}
1 <1j:0<j<N::p[j]=-1>
assign

u,p[v] := v,u if v#N A u = dest {rozSirenie cesty}

0 u,p[u] :=p[u], N ifv=Nau=0Aau=dest {backtrack}
end



Byzantska dohoda 1

Zadanie:

e dva druhy procesov: spolahlivé a nespolahlivé

e Specialny proces general: jeden z nich; aj on moze
byt spolahlivy alebo nespolahlivy

e procesy navzajom komunikuju

e kazdy ma lokalnu premennu, su ulozené v poli byz:
proces x ma premennu byz[x]

Uloha:

Navrhnut program, ktory ked' vykonavaju spolahlivé
procesy, tak vSetky si nastavia rovnaku hodnotu
premennej byz.

Naviac, ak je general spolahlivy, tak touto hodnotou je
pocCiatocna hodnota generala d°[g] 337



Byzantska dohoda 2

e Predpokladame, ze je:
t nespolahlivych
> 2.t spolahlivych

(inak algoritmus neexistuje: napr. 1 nespolahlivy a 2
spolahlivi: toto je aj zaklad pre dokaz)

e OznacCenie premennych:
u, v, w— spolahlivy proces
X, y, z — lubovolny proces
g - proces general

e premenné spolahlivych procesov budeme oznacovat
spolahlivé, podobne pre nespolahlivé
338



Byzantska dohoda 3

Specl.:
byzlu] = byz[v]

a ak g je spolahlivy, tak
byz[u] = d°[g]
Ak g je spolahlivy, tak druha podmienka implikuje prvu.
Obmedzime sa na pripad, ked d°[g] je boolovska.
V pripade, ze d°[g] ma 2™ moznych hodnoét, zakddujeme

ich do m bitov a spustime paralelne na (teraz uz
boolovské) zlozky binarneho kodu.

339



Byzantska dohoda 4

Premenné:

con
con’
con”
d[x.
(hod

— postupnost matic (presvedcenia)
x, y] - r-ta matica a jej prvok [x, y]
'x, y] - je boolovska a lokalna pre x

— je boolovska a lokalna pre x
nota x v r-tom kole dohadovania)

con’

u, *] =(+ x: conu, x] :: 1)

340



Byzantska dohoda 5

Spec2:

(B1) (Au:u=g::-d[u])AA{Aau, x:: =con®[u, x])
(A1) con'u, v] = d-1[v]

(A2) con™1[u, x] = con'lv, x]

(E1) dMu] = d-1[u] v (con'u, *] > r A con'u, g])
(E2) byz[u] = d*1[u]

Spravnost Spec2 (ukazeme, ze Spec2 = Specl)
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Byzantska dohoda 6

Veta: Ak g je spolahlivy, tak plati
(Vr:r>1::du] = d'[g])

Dokaz: indukciou cez r
r=1:

z (E1): d[u] = d[u] v (con[u, *] > 1 A con'[u, g])
ale conllu, g] = conll[u, *] > 1

az(Al) con'lu, g] = d[g]

takze di[u] = d[u] v d°[g]

ak u = g, tak d'[g] = d°[g] v d°[g]

ak u = g, tak d[u] = false v d°[g] = d°[g]

342



Byzantska dohoda

r>1:

dlu] = d-1[u] v (con'[u, *] = r A con[u, g])
z predpokladu vieme, ze:
d—1[u] = d°[g]
z (A1)  con'u, g] = d'[g] (= d°’[g])
teda dlu] = d°[g] v (con'Tu, *] >r A d°[g])
z coho
dfu] = d°[g]



Byzantska dohoda 7
Veta: (Vu, v:: d+i[u] = dt+i[v])

DbOkaz: Ak g je spolahlivy, tak platnost vyplyva z predoslej vety.
Nech teda g je nespolahlivy.

Nech r je najmensie také, ze d[u] plati pre nejaké u. Ak také r
neexistuje, veta plati. Ukazeme, ze plati r <t a d*1[v] pre Vv v.

—du] A dTu] /* vyber ra u */
confu, *] >r A conlu, gl /* z(E1)*/
con[u, x] = con™1[v, x] /* z (A2) */

—con'lu, u] /* z (A1), =d—1[u] */

con™1[v, u] /* 7 (A1), dTu] */

con™1[v, *] > con'Tu, *] /* z predoslych troch */
con"ti[v, *]>r+ 1 /* z predoslych */

con™1[v, g] /* z 2.riadku a (A2) */

d+ifv] /* z predoslych dvoch */
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Byzantska dohoda 8

Teraz ukazeme, ze r < t, ¢im dostaneme d*1[u] = dt*i[v] z (E1).
Vyberali sme r tak, ze bolo najmensie, teda
—d1w]

—con'[u, w] /* z (A1) */

t.j. con pre spolahlivé neplati (v r-tom kole), méZe to platit teda
len pre nespolahlivé (nie nutne pre vsetky), ktorych je t. Cize

conu, *] <t
r<confu, *] <t
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Byzantska dohoda 9

Vlastnosti (A1) a (A2) sa nedaju zabezpedit pri neautorizovanom
komunikovani, preto ich musime zjemnit.

Zavedieme nove premenné:

obs'[x, y] - of boolean (bude obs'[u, v]=conu,v])
sum'[x, y] - of integer (odhad x pre kolko w plati obs’[w,y])
val'[x, y] - of boolean (odhad x hodnoty dTyl])

Spec3: (B1), (E1), (E2) a nasledujlce:
(B2) —obsu, x]
(A3) O<sumiu, x]-{(+w: obs[w, x]:: 1)<t
(E3) obs™1[u, x] = (obsTu, x] v sumu, x] > t v vallu, x])
(E4) vallu, v] = d'[v]
(E5) con'lu, x] = sumu, x] > 2.t
346



Byzantska dohoda 10

Vysvetlenie:

(A3) sumu, x]- odhad u-cka, pre kolko w plati
obs'[w, X]

(E4) wvallu, x] — odhad u hodnoty dx]
(ak x je spolahlivy, tak je to presne dx])

(E3) obs*i[u, x] plati, ak
obs'[v, x] plati pre nejakeé spolahlivé v
(obsTu, x] v sumu, x] > t)
alebo u odhaduje, ze d[x] plati

(E5) conTu, x] plati, ak obs[w, x] plati pre viac nez t
spolahlivych procesov w
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Byzantska dohoda 11

Spravnost Spec3 (ukazeme, ze Spec3 = Spec2)

Z (A3) vieme, ze

(D1) (3w:: obsw, x])vsumfu, x]<t
(D2) (Vvw::obsw, x] )= sumu, x] > 2.t
(D3) sumu, x] > 2.t = sum'[v, x] >t

Dokaz D3:

sumu, x] > 2.t = { +w: obs'[w, x]:: 1)>t
sum[v, x] > ( +w: obs"[w, x]:: 1) >t
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Byzantska dohoda 12

Lema 1: (Vvr: r>0:: obs™1[u, v] = d[v])

Dokaz: indukciou cez r
r=20
z (E3): obsi[u, v] = (obs%[u, v] v sum°[u, v] > t v val‘[u, v])
z (B2) (vw:: —0obs°[w, v]) az (D1) mame:
obsi[u, v] = valflu, v]
a z (E4)
obsi[u, v] = d°[v]

r>1:
obs™1[u, v] = (obs'u, v] v sumu, v] > tv vallu, v])
sumu, v] > t = ( Iw:: obs[w, v]) /* z (D1) */
obs[u, x] v sumu, x] > t= (3w:: obs[w, v])
(Aw:: obs[w, v] ) = d-1[v] /* indukcia*/
d-ilv] = dfv] /* z (E1) */
val'lu, v] = dv] /* (E4) */
obs™1[u, v] = dv] /*z T */

349



Byzantska dohoda 13

Lema 2: (Vr: r>0:: conu, v] = obsu, v])

Dokaz: indukciou cez r

r=0:

sum[u, vl <t
—~con®[u, v]

r>1:
obs'Tu

{ VW; w’::

obs’
obs’

4

U
U

4

4

V.
V.

— dr—l[v]

obs'[w, v] = obs"[w’, v])
= sum'u, v] > 2.t

= con'[u, v]

/* z (B2) */
/* z predoslého a (E5)*/

/*lema 1 */

/* z T*/

/*z7T a (D1), (D2) */
/* z (E5) */
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Byzantska dohoda 14

Veta: (Vr: r>1:: con”u, v] = d-1[v])

Dokaz: zliem1l a2

Veta: ( Vr: r>0:: con”u, x] = con™1[v, x] )

Dokaz:
nech con'[u, x], potom
sumu, v] > 2.t
(VwW:: sum'w, x] > t)
(Vw:: obs™[w, x])
sum™i[v, x] > 2.t
con™1[v, x]

/* z (E3) */
/*z(D3) */
/*z (E3) */
/*z (D2) */
/* z (E3) */
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Byzantska dohoda 15

Vlastnosti (B1) a (B2) sa uz lahko implementuju ako rovnice.

(E1) — (E5) uz su priamo rovnice, teraz ostava prepisat (A3)
do rovnic.

Premenné:
robs[u, z, x]- lokalna k u, ktora cita hodnotu obs'[z, x]
sumu, x] — pocCet z takych, ze je robsu, z, x] true

Spec4: (B1), (B2), (E1) - (E5) a nasledujuce:
(E6) robs'[u, z, x] = obs'[z, X]
(E7) sum'u, x] ={(+z: robsu, z, x]:: 1)
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Byzantska dohoda 16

Vysvetlenie:

e proces u Cita pocCet procesov z, pre ktoré plati
obs'[z, x]; vysledok si ulozi do sumu, x]

e zapocitaju sa vsetky spolahlivé w, pre ktoré plati
obs'[w, x], a teda plati dolna hranica

e kedZe mame t nespolahlivych, hodnota sumu, x]
nemoze prekrocit ( +w: obs'[w, x]:: 1) o viac nez t

Tym je dokdzana spravnost Spec4 (lebo Spec4 = Spec3).
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Byzantska dohoda 17

Program Byzantska dohoda
always

I
I

=a a

end

y: y =g :: d[y] = false )
(ny, x:: obs%[y, x] = false)
ur, y: 1 <r<t+1::

d'lyl = d-[y] v (con'ly, *1>r A con'Ty, g]) )
{ ,con'ly, *]” je skratka za ,( + z: con'[y, z] :: 1 )" }
(ny:: byz[y] = d*'[y])
ar, y, x: 0<r<t+1::

obs ™[y, x] = (obs'[y, x] v sum'[y, x] > t

v vally, x])
0 val'ly, x] = d"[x]
0 conly, x] = sum'y, x] > 2.t)

(B1)
(B2)

(E1)
(E2)
(E3)

(E4)
(ES)

r, y,z, x: 0<r<t+1::robsly, z, x] = obs'[z, x] ) (E6)

ar,y,z, x:0<r<t+1::
sum'ly, x] = ( +z: robs'[y, z, x]:: 1))

(E7)
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Byzantska dohoda 18

Rovnice mozno usporiadat v spravhom poradi (splnenie
poziadavky pre always-sekciu):

(B1), (B2), (E6), (E7), (E4), (E3), (E5), (E1), (E2)
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Byzantska dohoda 19

Program Byzantska dohoda
initially
( ny:y=g::dy] = false)
n{ny, x:: obs%[y, x], valoly, x] = false, d9[x] )
( 0{0x,y, z, :: robs9y, z, x] = obs9[z, x] )
( ooy, z, x: i sumOly, x] = ( +z: robs%ly, z, x]:: 1))

Forr =1 to t+1
do
(1y, x: obs'ly, x] = (obs™1[y, x] v sum™i[y, x] > t v val~i[y, x]))
(ny, z, x: robs'ly, z, x] = obs'[z, x] )
(ny, z, x : sum'[y, x] = ( +z: robs'[y, z, x]:: 1))
(ny, x: con'[y, x] = sumy, x] > 2.t )
(ny: d'Ty]l = d-'[y] v (conTy, *1>r A con'ly, g1) )
(ny,x: vally, x] = d[x])
od

(ny:: byz[y]l = d*i[y])

end



Systolickeé polia

Synchronné pocitajuce procesory
poprepajane do pravidelnej strukturou

[=]
4




Application

Digital Signal Processing

Neural Networks

Cryptography

Computer Vision

Example

Image and Video processing, speech
recognition, data compression

Convolutional Neural Networks, Recurrent
Neural Networks, Deep Belief Networks

Symmetric Key Encryption, Hash Functions

Object detection and recognition, Facial
Recognition, Video analytics



Cisco PXF network processor is internally organized as systolic array

Google’s TPU is also designed around a systolic array.

Paracel FDF4T TestFinder text search system

Paracel FDF4G GeneMatcher Biological (DNA and Protein) search
system

Inferentia chip at Amazon Web Services

MIT Eyeriss is a systolic array accelerator for convolutional neural
networks.



Nasobenie matic
A[0..M-1, 0..N-1] a B[0..N-1, 0..R-1]
Chceme vypocitat C[0..M-1, 0..R-1] kde

Cli,k] = <+3j:0<j<N::A[ij] x B[jk]>

Program {nasobenie matic} P1

always

<|| i,k:: C[i,k] = <+ 73: :: Ali,j] x B[j,k]>
end

O(MxNxR) s jednym procesorom
O(log N) s O(MxNxR) procesormi



Predchadzajuci odhad plati pre architektury kde
kazdy prvok matic je pristupny lubovolnému
DOCtU procesorov.

Ideme to upravit tak, ze v jednom kroku ma k
datam pristup len jeden procesor — ¢o odpoveda
systolickym alebo “pipelined” architekturam -
procesor je spojeny len s malym poctom
susednych procesorov, s ktorymi si moze
vymienat Udaje



Data pipelining
Definujme:

d[j, i,kl]=<+r: 0=<r<j::A[r] x B[rk]>
pre0<i<M0=<j<N, 0k<R
t.j. suma prvych j prvkov C[i, k]

Program P2

{pre0<i<M,0<j<N, 0k<R}

always

< || ik::d[O,ik]=0>

n<aunoj::<||ik::d[j+1,i,k] =d[jik] + A[i,j] x B[], k]>>
n < ||ik::C[ik] =d[N,ik]>

end



Asynchronna architektura

d[j,i,k] bude pocitané procesorom s indexom (j,k) pre vsetky hodnoty i
Aby sme zdo6raznili index procesoru (j,k) premenujeme premenné

V[ k,i] = d[j,i kK]

H[j, k,i] = Ali,j]

Potom mame miesto

d[j+1,i,k] = d[j, i,k] + A[i,j] x B[j,K]

V[j+1,k,i] = V[jk,i] + H[]j,k,i] x B[], K]

H[j,k+1,i] = H[j,k,i] = A[i,j]



Program P3

declare

V : array[0..N,0..R-1,0..M-1] of integer,

H : array[0..N-1,0..R,0..M-1] of integer

always

<nik::V[OKk,i]=0>

o< ij:: H[jO0,i] =A[ij] >

0 <o ijk:: V[j+1,k,i] = V[jk,i] + H[],k,i] x B[], K]
|| H[j,k+1,i] = H[],Kk,i] >

n <1 jk:: Clik] =V[N/k,j] >

end



Program vieme implementovat na gride NxR asynchrénnych procesorov
B[j, k] je alokované procesoru (j,k)

processor (J,k) processor (,k+1)

i v

- >
H(),k+1,i) = HI}j. k1]

VIi+1ki] = Vlj,ki) + H{jki] x B{jk

processor (j+1,k)



Synchronna architektura

Transformujeme P3 na synchronnu architekturu

S kazdou premennou asociujeme ciselnd hodnotu tak ze premenné na
lavej strane prikazu maju vacsiu hodnotu ako tie na pravej — rovnosti
budu proper.

Premenné asociavané s tou istou hodnotou moézu byt definované v tom
istom kroku.

Nech t(j,k,i) je hodnota asociovana s V[j,k,i] a H[j,k,i]
(bud to vlastne krok synchronneho vypoctu)

Mame:

t(i+1,k,i) > t(@,k,i)

t(j,k+1,i) > t(,k,i)

a zabezpecime

t(j,k,i +1) > t(j,k,i)



Zvolime t(j,k,i) = j+k+i

“ubovolnu zapornu hodnotu t asociujeme s
Ali,j] a B[j,Kk],

s Cli,k] asociujeme N+i+k+1

V nasledujucom progarme vsetky premenné
asociované s rovhakou hodnotou su

definované v jedne rovnosti



Program P4
always
<01 t:0=t< M+N+R::
<||ik :t=i+k :: V[O,k,i]=0>
Il < ||1i,j:t=i+j:: H[j, 0,i] = Ali,j] >
Il < |]i,jk: t=i+j+k+1 ::
V[j+1,k,i], H[j,k+1,i] = V[j,k,i] + H[j,k,i] x B[], k], H[j,Kk,i]>

Il < || i,k:t=N+i+k+1 :: C[i,k] = V[N,k,i] >
>
end

Program ma M+N+R rovnosti



Pipelining troch matic

V programe P4 sa “piplajnuju” matice A a C zatial Co B ostava fixovana
ku konkrétnym procesorom. Teraz bude piplajnovat aj B.

V programe P2 A[i,j] a B[j, k] sa nasobia a pripocitaju k d[j,i, k]
Predpokladajme, ze nasobenie robi procesor (u,v) v kroku w

Zavedieme lokalne premenné pre procesor (u,v)
x[u,v,w] = Ali,j]
ylu,v,w]=B[j, K]

z[u,v,w]=d[],i,K]

Budeme pipelonovat nie riadky a stipce, ale diagondlne prvky A a B
A[i,j]1, B[], k] su na (i-j)tej a (j-k)tej diagonale

u= i_jl
v = j-k
w = i+j+k



Uvazujme lubovolnéi,jaw = i+j+k = 0
Z toho k = -(i+j)

(u,v,w) = (i-j,i+2.j,0)

x[i-j,i+2.3,0] = A[i,j]

y[-2.3-k,j-k,0] = B[],K]

Pre lubovolné i,k a w=i+j+k=0

Mame

(u,v,w) = (2.i+k,-i-2.k,0)
z[u,v,w]=dl[i,j, k] =0



Program P6
always

<||i,j ::x[i-j,i+2.j,0]1=A[i,j]>
I < Ilik:: y[-2.3-k, j-k,0] = B[j,k] >
Il < || ik::z[2.i+k,-i-2.k,0]=0>
1<iw:0<w<M+N+R-1::
< || i,jk,v:u=i-j A v=j-k A w=i+j+k::
x[u,v-1,w+1], y[u+1,v,w+1], z[u-1,v+1,w+1]=
x[u,v,w], y[u,v,w], z[u,v,w]+ X[u,v,w]+ y[u,v,w] >

[l < || i,k :w=i+k+N :: C[i,k] = Z[i-N,N-k,i+k+N] >
>
end



flow of z

N
D axis ~

flow of y

u axis 2 s

/

o flow of x



Triedenie systolickym polom

“rebrik” dizky N- $pecificky typ obvodu, ktory pozostava z
Ciselného pola z[0..N-1] s nasledujucimi operaciami:

z[i-1], z[i] := z[i], z[i-1]
z[i-1], z[i] := sort2(z[i-1], z[i])
z[i], z[i-1] := sort2(z[i-1], z[i])
Z[N-1] := u

v := z[N-1]

Lubovolne vela operacii mdze byt vykonanych naraz kazdy
prvok pola sa vyskytuje nanajvys v jednej operacii.



Utriedené pole x[0..N-1] dame do y[0..N-1]
Jednoduché riesenie:

2XN krokov treba na zapisanie x do z

N krokov utriedenie

2xXN krokov treba na zapisanie z do y

Spolu 5xN krokov



VylepSime predchadzajuce riesenie na 4xN krokov

Budeme triedit sic¢asne s nacitanim pola x i zapisom do y
Po Case kazdy prvok z[0..k] je prvokm pola x.

Kopirovanie x do z

iInvariant I1
<ALt (0<i<N OSj<NAN-Ii<tsN+i)a
t=2.3+N-1i::z[i] = x[j]>

? - lubovolna hodnota, * - prvok x

t 0 1 s 3 4 O 6 7
23] 7 x[o] 7 X[1] 7 X[2] 7 X[3]
22) 2 ? x[o] 7 X[1) 7 X[z *
1] 7 ? ? xjo] 2 X[1] * *

z[0] ? ? ? ? X(0] ‘ * *



Transport a sucasné triedenie

invariant I2

<ALt (0Li<N)AIN+i<t<3.N-i)::

(t < 2.N => z[0..t-N-1] je permutacia x[0..t-N-1]) A
(t = 2.N => z[0..3.N-t-1] je permutacia y[t-2.N..N-1]) A
(@ak N +i -t je neparne => z[i] = min z[0..i])

2(3]
2[2]
2[1]
z[0]

perm—of
perm—of
perm—of

perm—of

perm—of
perm—of

perm—of

y[1..3] y[2..3] y([3..3]

R —




Kopirovanie z do y

invariant I3
<Aijt:(0Li<NO<j<NABN-i-1<t<3.N+i-1)a
t=N+14+i+ 2.:: z[i] = y[j]>

t 8 9 10 11 12 13 14
z[3] y[O] y[1] y[2] y[3]

z[2] y[1] y[2] y(3]

z[1] y(2] y[3]




Program

assign

<|[|[i:0<i<N::

z[i], z[i-1] := z[i-1], z[i] ak i+t-N je parne a neplati (N+i <t < 3.N - i)

sort2(z[i-1], z[i]) ak i+t-N je parne a plati (N+i <t < 3.N - i)

z[N - 1] := x[t/2] ak t je parnea t < 2.N

y[t/2 - N] := z[N-1] ak t je parnea 2.N <t < 4.N
t:=t+1 akt < 4.N

end




Logické programovanie

Program - mnozina logickych implikacii

Vykonanie programu - urci, Ci su implikacie
konzistentne

Aby sme urcili, ze zaver C vyplyva z mnoziny
implikacii S, vykoname logicky program, ktory
pozsotava Z:

- S
- C => false (neplati C)

Ak vykonanie ukaze, ze je to nekonzistentne, tak C
vyplyva z S



Logické programovanie

Priklad:

Maria je pekna

Jan je prijemny, laskavy a silny

Aj je Jan bohaty alebo Maria ma rada Jana, tak je
Jan stastny

Ak Jan ma rad Mariu a Jan je laskavy alebo Jan je
prijemny a silny, tak Maria ho ma rada

Ak je Maria pekna, tak ju Jan ma rad

Je Jan stastny?



Logické programovanie

true => pekna[Maria]

true => laskavy[Jan]

true => prijemny[Jan]

true => silny[Jan]

bohaty [Jan] v rad [Maria,Jan] => Stastny[Jan]
(rad [Jan, Maria] A laskavy[Jan]) v
(prijemny[Jan] A silny[Jan]) => rad[Maria, Jan]
pekna[Maria] => rad [Jan, Maria]

? Stastny [Jan]



Logické programovanie

Implikaciu
b => X

mozeme previest na rovnicu
X =XvDb

a potom hladame riesenie mnoziny rovnic.



Logické programovanie

Na zacCiatku su vsetky premenni false.
Riesenim je hodnota premennych v FP.

Implikaciu b => false nebudeme prepisovat do
UNITY - ak b je true v FP tak je to nekonzistentné



Logické programovanie

O
Il
\%

X

sa prepise ako
X:=XvDb

Vzdy to dosiahne FP: pocet premennych je
konecny, na zacCiatku su vsetky false a mozu
prejst len z false do trues



Logické programovanie

Program
initially vsetky premenné false
assign
pekna[Maria] := true
0 laskavy[Jan] := true
01 prijemny[Jan] := true
0 silny[Jan] := true
Stastny[Jan] := stastny[Jan] v bohaty [Jan] v rad[Maria,lan]

rad[Maria, Jan] := rad[Maria, Jan] v (rad [Jan, Maria] A laskavy[Jan])
v (prijemny[Jan] A silny[Jan])

rad [Jan, Maria] := rad [Jan, Maria] v pekna[Maria]

end

Stastny[Jan] plati v FP, teda program to implikuje

Plati aj —bohaty [Jan] ale to nemozno odvodit (mozno odvodit len pozitivhe
tvrdenia)



Logické programovanie

Doteraz sme uvazovali konecny prehladavaci priestor

Uvazujeme funkcie a relacie.

Kazdu budem reprezentovat ako mnoZzinu, do ktorej mozno len
pridavat a nie uberat.

Priklad:

f(x,y) = (x! =y)
a nech t(x,y,z)=(x*y=z)

true => f(0,1)
f(x,v) A t(x+1,v,u) => f(x+1,u)

Pridame zaver f(n,m) => false



Logické programovanie

UNITY:
ft.... F, T mnoziny
b => f(x,y) prepiseme ako

F:=Fu{(x,y)}ifb

b(x,y,z) => f(X,y) prepiseme ako
F:=Fu < uXyz: (X,v,2) eB:: (X,y)>

Program moze skoncit ak pre nejaké m, (n,m) € F



Logické programovanie

Program Faktorial

declare done : boolean

always done = <dm :: (n,m) € F>
initially F = {(0,1)}

assign

F:=F u <u x,v,u: (X,v) € FA (x+1,v,u) eT::
(x+1,u) > if —-done

end

Vo vseobecnosti nevieme, Ci to skonci.



Paralelizmus:
Instrukcie pre paralelizmus (]|, ...)
Paralelné spracovanie dat (rozdelenie dat)

,task" paralelizmus (distribuované pocitanie)



Program Composition Notation

Elementarny blok:

priradenie, volanie programu napisaneho v PCN, C, Pascal,
Fortran, ....

Zlozeny blok:

{; <blok>1} |,

{|| <blok>1} |,

{1 <blok>1} [,

{? <guard -> blok>1}

Progarm-call@location
(lokacia - premenna,cislo, relativna lokacia)
Pocitace - 0O, ..., n



Hardveér

-1
Concurrent, non-parallel execution

- X W

-~ 9 W

Concurrent, parallel execution



Amdahlov zakon

Cas s jenym procesorom t;
Cas s p procesormi t,

T
t, = -
p



Speedup

18

16

14

12

10

Amdahl's Law

Amdahlov zakon

Parallel portion
50%

......... 75%
—— 90%
—— G5%

64
128
256
512

1024

Number of processors

2048
4096
8192
16384

32768
65536



Gustafsonov zakon

Zrychlenie S
Ziskané pouzitim N procesorov (miesto jedného)
Pri seriovej Casti s

S=N + (1-N). s



Speedup - S(P)

100

80

20

Gustafsonov zakon

Gustafson's Law: S(P) = P-a*(P-1)

x-0.1 *(x-1)
x-0.2%*(x-1)
X - 0.3 * (x-
x -04*#(x-1)
0.5 *(x-1)
X -0.6%(x-1)
x-0.7 *(x-1
x-0. x-1) —
-0.9 * (x-1)

I\

20 40 60 80 100 120

Number of Processors - P



Hardveér

Flynnovée delenie

1 Single instruction stream single data stream (SISD)

2 Single instruction stream, multiple data streams (SIMD)

3 Multiple instruction streams, single data stream (MISD)

4  Multiple instruction streams, multiple data streams (MIMD)

5 Single instruction, multiple threads (SIMT)



Hardveér

SISD Instruction Pool MISD Instruction Pool
i) i
= o
s |———|pu 5 |-+ PU PU
o o
A a
SIMD Instruction Pool MIMD | Instruction Pool
———|PU|— —[pul-] L[pu]-
0 E—»Pu~——|—»Pu~—
o T —
-~ -~
& |————|PU| 5—-Pu~——|——Pu-—
———|pu|~ _puld Lofpyl-




Hardveér

-Viac jadroveé procesory

-Symetricky multiprocesing, SMP
-Asymetricky multiprocesing, ASMP
-Pocitacovy cluster (vacsina z TOP500)
-Grid computing

-General-purpose computing on graphics
processing units (GPGPU)

-Vektorovy procesor



Procesove algebry

Sekvencné komunikujuce procesy
Synchrénne posielanie sprav

Communicating Sequential Processes (CSP), 1978, C. A. R. Hoare
Calculus of Communicating Systems (CCS), 1980, R. Milner

l%Igebra of Communicating Processes (ACP), 1982, ]J. Bergstra and J.W.
op

Ambient calculus, 1998, L. Cardelli and A. D. Gordon
Pi-calculus, 1999, R. Milner, J. Parrow and D. Walker...

casove, pravdepodobnostné, stochastické PA, iné komunikacné
mechanlzmy, lokality, ...



Jazyky odvodené z procesovych algebier alebo vyuzivajucich
procesove algebry

-Wrightm (CSP),

-Timed Communicating Object Z (Object-Z a Timed CSP),
-Circus (CSP a 2),

-CspCASL (CSP),

-Ease (CSP),

-Occam (CSP),

-JCSP (CSP a Occam),
-C++CSP (CSP),

-Acute, BPML, Occam

-Pi, Pict, JoCaml (Pi-kalkulus),
-LOTOS (CSS a CSP),

-mu CRL (micro Common Representation Language), (ACP
plusabstraktné datove typy),



Softvérove nastroje

- Concurrency Workbench (CCS),

- Concurrency Workbench for the New Century
(CWB-NC), (CCS),

- ProBE a CSP Type checker,
- FDR (Failure Divergence Refinement) (CSP),

- CADP (Construction and Analysis of Distributed
Processes) (Lotos),

- Coq - proof assistant (CCS),

- ProB (rozsitrené CSP, ...),

- Casper (CSP),

- mCRL2 (kombinacia viacerych PA)



Actorove modely

actor moze robit vlastné rozhodnutie, vytvorit dalSich actorov, posielat spravy
a prijimat spravy. Inych actorov mo6ze ovplyvnit len poslanim spravy.

Asynchronne posielanie sprav

Axum

Elixir (runs on the Erlang VM)
Erlang

Janus

Red

SALSA

Scala/Akka (toolkit)
Smalltalk



Dataflow programming

Program - orientovany graf, vrcholy reprezentuju operacia nad datami,
ktoré do nich prichadzaju, vysledok je na vystupe a je zaroven
vstupom pre dalSie operacie

CAL

E Joule (tiez distribuovany)
LabView

Lustre

Preesm

Signal

SISAL

BMDFM

Pure data



Pure data

import moocow,

Zmport ri

iomport 2 115200,
1 group 1000= /]

L i I

‘:yytesZunL sel 10 13

unpack © 0 2 02 0.0 0 71 group 1000,

bytes. Zanz

autoscale 15 400

k N unpack 2 2 @ @ @
) ﬂ/\= \ ‘change e Xb \;\;\-E\?
metro 200 =/=:/= _ f X. _

moses 355 Tmoses 355 moses 355 moses 30 moses 300
/ /

f

fice. once once once o

s

counter 0 4
oSt

open DK-longdrum.wav open DK_sn.wav. open DK_rimz.wav

,,,,, oopen DK_chrd.wav| Qpen Noyz.wav
r'i.gger' bang anythin
utoscaLe 0 100

T

repend open D
/g 'Entof =
trigger bang anythin * 10

s_noish
*. 0.5

uto;:a:léeEB 200:




Event-driven programming

Esterel
SystemC
SystemVerilog
Verilog
Verilog-AMS
VHDL



Jazyky pre distribuované
programovanie

Bloom
Hermes
Julia

Limbo

MPD

Oz Sequoia
SR



Multi-threaded

Parallel C/C++

Cilk

Cilk Plus

C#

Clojure

Fork — programming language for the PRAM model.
Java

ParaSail

Rust

SequencelL



APIs/frameworks

R6zna podpora paralelizmu

Apache Hadoop

Apache Spark

Apache Flink

Apache Beam

CUDA

OpenCL

OpenHMPP

OpenMP for C, C++ a Fortran



Partitioned global address
space

globalna pamat, ktora je rozdelena na particie pre jednotlivé procesy

Chapel

Coarray Fortran

Fortress

High Performance Fortran
Titanium

Unified Parallel C

X10

ZPL



Pages in category "Concurrent programming languages"

The following 80 pages are in this category, out of 80 total. This list may not reflect recent changes (learn more).

*

« List of concurrent and parallel programming languages

A

« Actor-Based Concurrent Language
« ActorFoundry

« AgentSheets

« Alef (programming language)

« Algorithmic skeleton

* AmbientTalk

 Ateji PX

* Axum (programming language)

c

¢ Co

« C*

« Chapel (programming language)
« Cilk

« CMS Pipelines

« Concurrent Collections

« Concurrent Euclid

« Concurrent ML

« CS-4 (programming language)

« Curry (programming language)

« DAP FORTRAN
« Dart (programming language)
« Dataflow programming

« E (programming language)
« Ease (programming language)
« Erlang (programming language)

F

« Flow-based programming
« Foriress (programming language)

G

« Go (programming language)
« Go! (programming language)

H

« High Performance Fortran

|
« Intel Parallel Building Blocks

J
* JADE (programming language)

« Janus (concurrent constraint programming language)

« Java (programming language)

« JoCaml

« Join Java

« Joule (programming language)
« Joyce (programming language)

L
« Limbo (programming language)
« Linda (coordination language)
« Lucid (programming language)
¢ Lynx (programming language)

M
« Mesa (programming language)
« MPD (programming language)
* MuliiLisp

N

« NESL

« Newsqueak

« Nim (programming language)

0

« Occam (programming language)

« Occam-n
« Orc (programming language)
« Oz (programming language)

P
« Parallel programming model

« ParaSail (programming language)
* Parlog

« PUI

* PLEX (programming language)

« Portable Standard Lisp

R
* Rust (programming language)

S
« SALSA (programming language)
« Scala (programming language)
* SCOOP (software)
« SequencelL

* Sieve C++ Parallel Programming System

« SISAL

« SPARK (programming language)
« Split-C

« SR (programming language)

« ‘Lisp

« Strand (programming language)
 SuperPascal

T

« Transterpreter

V]
« Umple
« Unified Parallel C

v
« Visual Prolog

X

« X10 (programming language)
* XC (programming language)
« XMTC

« XProc

Z
« ZPL (programming language)



YUCCA

Par4All

Cetus

PLUTO

Polaris compiler

Intel C++ Compiler

Intel Advisor

AutoPar

iPat/OMP

Vienna Fortran compiler(VFC)
SUIF compiler

Omni OpenMP Compiler
Timing-Architects Optimizer
TRACO

SequencelL

60MP2MPI

OMP2HMPP

emmtrix Parallel Studio

411



Temporalne logiky

propozicna logika vs. logika prvého radu

globalna vs. kom

pozicna

vetviaci sa cas vs. linearny cas
casove body vs. Casoveé intervaly

diskrétny cas vs. s
minulost vs. bud

pojity cas
ucnost

distribovanost vs.

okalnost

412



Temporalne logiky

casova os:
e dvojica (S, <), kde < je Uplné usporiadanie
e izomorfna s (N, <)

cas:

o diskrétny

e pociatocny okamih
e nekonecny

AP: atomické propozicie (ozn. P, Q, ...)

Struktura linearneho casu: trojica M = (S, x, L), kde

S — mnozina stavov

x: N > S — postupnost stavov

L: S > P(AP) — urcuje pre dany stav, ktoré atomické propozicie
v tomto stave platia (teda ktoré AP su true)

413



Temporalne logiky

e oznacenie:
e postupnost stavov x = sy, Sy, Sy, S3, ...
e definujeme x/ = s, S;j;1, Si+2, Si+3, ... (teda x = x9)

e zakladné temporalne operatory:
op — eventually p (raz urcite p)(textovo Fp)

p —vzdy p (textovo Gp)

Op - nasledujuci krat p (textovo Xp)

p U g — p until g (raz g zac¢ne platit, a do vtedy
plati p)

414



Temporalne logiky

Syntax: mnozina PLTL formul je definovana ako najmensia mnozina
generovana nasledujucimi pravidlami:

e kazda AP (atomicka propozicia) P je formula
e ak p, g su formuly, tak p A g, —p su formuly
e ak p, g su formuly, tak p U g, Xp su formuly

zavedieme oznacenia:

Fp = true U p o p
Gp = —F—-p Clp
F°p = GFp (nekonecne vela krat)

G*p = FGp (skoro vsade)

415



Temporalne logiky

Sémantika:
x |= P iff P e L(sy) pre atomicku propoziciu P
x|=pargqgiffplatix|=pax|=g
x |= —p iff neplati x |=p
X|=(pUgq)iffdj (¥ |=qgand Vk < j: xk |= p)
x|=Xpiffxt |=p
X |=Fpiff 3j (¥ |= p)
X |=Gpiff Vj (X |= p)
X |=Fpiff vk 3j >k (X |= p)
x |= Gep iff Ik Vj > k (¥ |= p)
Priklady:
p = Fg ak p plati teraz, tak raz bude platit g
G(p = Fqg) vzdy ked plati p, tak raz zac¢ne platit aj g

PpAG(p=Xp)=Gp temporalna formulacia indukcie

416



Temporalne logiky

Priklady pouzitia operatorov F, G, Xa U v
propozicnej linearnej temporalnej logiky

Fp o > > et
Gp DL - - L @2
Xp QW

417



Temporalne logiky

Variacie

Slabé until

Silné p U g sa zvykne oznacovat ako p U, q alebo p U5 g
X |=pUyqiff vj((vk <], xk|==q) => X |=p)

t.j. moOze sa stat, Zze q nebude platit nikdy

pUsqg ..... p U, gAaFq
pU,Qq ... pUs;g vGp



Temporalne logiky

Miesto (N, <) zoberiem len podmnozinu I
(moze byt aj konecna)

Gp pre vSetky nasledujuce stavy v I plati p
Fp pre nejaky stav v I plati p
Xyp  (weak nextime) ak existuje nasledny stav v I tak v
nom plati p
Xsp  (strong nextime) existuje nasledny stav v I a v nom plati p



T X T Q)
C T T 5

Temporalne logiky

vzdy v minulosti platilo p

niekec
napos

g hieked

y v minulosti platilo p
edy platilo p
y platilo g a odvtedy plati p



Temporalne logiky

Branching (time) tempopral logic

temporalna struktura: trojica M = (S, R, L), kde
S — mnozina stavov
RcSxStaka,zevse Sate S (s, t) e R

L: S > P(AP) — urcCuje pre dany stav, ktoré atomické propozicie v
tomto stave platia (teda ktoré AP su true)

M mozno chapat ako znackovany orientovany graf s vrcholmi S,
hranami danymi R a vrcholy maju znacky dané L

Hovorime, ze M je
e acyklicky, ak nema orientované cykly

e stromova struktura, ak kazdy vrchol ma nanajvys jedneho
predchodcu

e strom, ak je stromova struktura a ma koren
oznacenie:
e plna cesta x = (sy, S1, Sy, S3, ...): pre Vi: (s;, Si+1) € R
o definujeme x' = (S;, Sis+1, Sit2, Si+3r - ) 421



Temporalne logiky

CTL (Computational Tree Logic)

CTL" (Full Branching Time Logic) — silnejSia ako CTL, historicky mladsia;

najprv popiseme CTL"

Syntax: (stavové a path (,cestove") formuly)

e kazda atomicka propozicia je stavova formula
e ak p, g su stavové formuly, tak p A g, —p su stavové formuly
e ak p je path formula, tak Ep, Ap su stavové formuly

e kazda stavova formula je aj path formula

e ak p, g su path formuly, tak potom aj p A g, —p su path formuly

e ak p, g su path formuly, tak potom aj p U g, Xp su path formu

422
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Temporalne logiky

CTL* tvoria stavovée formuly
CTL tvoria pravidla (S1), (S2), (S3) a pravidlo (PO):
ak p, g su stavove formuly, tak p U g, Xp su stavové formuly (PO)
CTL operatory:
A - pre vsetky buducnosti

E - existuje buduicnost

za A alebo E vzdy nasleduje jeden z operatorov G, F, X, U
da sa ukazat, ze CTL* ma vacsiu vyjadrovaciu silu nez CTL
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Temporalne logiky

Sémantika: (pre CTL")

(S1) M, sy |=piff p e L(sp)
(S2) M,sy|=pnrgqgiffplatiM,sy|l=paM,sy|=g
M, s, |= —p iff neplati M, s |=p
(S3) M,sy|=EpiffixvMtak,ze M, x |=p
M, s, |= Ap iff pre vx v MplatiM, x |=p
(P1) M, x|=piff M, sy |=p
(P2) M,x|=pnargqgiffplatiM, x|=pand M, x |=qg
M, x |= —p iff neplati M, x |=p
(P3) M, x|=(pUq)iff3j (M, ¥ |=qg a Yk (k < jimplikuje M, x |= p)
M, x |=Xpiff M, x1 |=p
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Temporalne logiky

Priklady pouzitia operatorov A, E v propozicnej branching temporal
logic (znacky su pri vrcholoch; vrchol je vyplneny, ak ma znacku p)

EFp EFp

Y24

425



Temporalne logiky

e mnozina schém axiéom
e mnozina odvodzovacich (inferencnych) pravidiel

formula p je dokazatelha (zapisujeme |- p ), ak pre nu existuje
dbkaz, t.j. konec¢na postupnost formul taka Zze na jej konci je p a
kazda formula v nej je bud’ pripad axiomy aIebo vyplyva z
predchadzajucich pouzitim nejakého odvodzovacieho pravidla
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Temporalne logiky

Schémy axiom:

tautoldgie propozicnej logiky

EFp = E(true U p)

AGp = —-EF—p

AFp = A(true U p)

EGp = -AF—p

EX(p v g) = EXp v EXg

AXp = —EX—p

E(pUg)=qgv (pAEXE(pUZq))
AlpUqg)=qgv (prAXA(p U q))

EX true A AX true

AG(r= (—-g A EXr)) = (r=-A(p U q))
AG(r = (=g A EXr)) = (r = —AFQq)
AG(r= (—g A (p = AXr))) = (r= -E(p U q))
AG(r = (=g A AXr)) = (r = —EFq)
AG(p = g) = (EXp = EXQq)

(Ax1)
(Ax2)
(Ax2")
(Ax3)
(Ax3")
(Ax4)
(Ax5)
(Ax6)
(Ax7)
(Ax8)
(Ax9)
(Ax9")
(Ax10)
(Ax10")
(Ax11)

427



Temporalne logiky

Odvodzovacie pravidla:

ak |- p, tak potom |- AGp (R1, zovseobecnenie)
ak |-p a |-p=gqg, tak potom |- g (R2, modus ponens)

Veta: Deduktivny systém s axiomami (Ax1)-(Ax11) a
odvodzovacimi pravidlami (R1), (R2) je sound (zdravy, korektny)
and complete (Uplny) pre CTL.
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Vztah CTL a MU-kalkulus

A(pUQ)....uZ gv((pa(<->ttAl-]12))
E(pUQq) ... HZ gv(paA <->7)
AF p ..., .MZ pvVv(<->tt A [-]2)

EFp........... HZ pv<->~Z



Verifikacia vlastnosti systémov vyjadrenych pomocou
logickych formul

1.theorem proving
axiomy logiky+vlastnosti systému/programu |- theorema

- automaticky alebo poloautomaticky theorem proving
alebo proof verification

- v zavislosti od odpovedajucej logiky sa zlozitost
riesenia pohybuje od trivialneho az po nemozné.
Praktické vyuzitie: navrh a verifikacia integrovanych

obvodov, (verifikacia aritmetickych operacii, ....) Existuje
mnozstvo softverovych nastrojov.

2. model checking



Model Checking

(Znatkovany) prechodovy systém Formula ¢

N

& [
|




Model Checking




Uloha: dany (znac¢kovany) prechodovy
systéem M (Kripkeho struktura) a formula
temporalnej alebo modalnej logiky ¢, ulohou
je najst vSetky stavy M také, ze

M;s |= o

Otcovia zakladatelia E. M. Clarke, E. A.
Emerson, and J. Sifakis (roku 2007 Turingova
cena za ich prace v tejto oblasti)



Model checking problem - prehladavanie
grafu - vrcholy = stavy

"state explosion" problém

- symbolické algoritmy nevytvarat graf
explicitne , ale reprezentovat ho implicitne
napr. pomocou formul propozicnej logiky



ohraniCeny model checking algoritmy - vytvorenie ZPS je
obmedzene na k krokov a skima sa, ¢i neprestane platit
formula, vhodné pre niektoré modely

"partial order reduction" redukuje sa pocet skimanych
prelinani konkurentnych procesov - nema vyznam skimat
zvlast vSetky moznosti ak neovplyvnuju platnost formuly

abstrakcia (abstract interpretation) - zjednodusenie modelu
— ten spravidla nesplna rovnaké vlastnosti, dalsie
zjemnovanie je mozne, zdrava abstrakcia - vlastnosti
vyhovuju aj pévodnému systému, uplnost spravidla neplati

protiprikladom riadena abstrakcia - vytvorime abstraktnejsi
modela ked najdeme protipriklad tak zistujeme &i odpoveda
modelu alebo vznikol zlou abstrakciou, v prvom pripade
vysledok beriem ako vysledok. Ak nenajdeme protipriklad
zjemnime model- ....



Temporalne logiky

Model Checking

dana struktura M a formula p
Uloha: zistit, ¢i M je modelom pre p

Branching-Time-Logic-Model-Checking
dana konecna struktura M = (S, R, L) a BTL formula p

Uloha: pre kazdy stav s e S urcit, & plati M, s|= p a ak dno, s

sa oznaci znackou “p
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Temporalne logiky

Priklad: CTL model checking prer AFp:

predpokladajme, ze uz mame vrcholy, pre ktoré plati p uz
‘oznacene’

ideme oznacovat tie, pre ktoré plati AFp:
1. ak je vrchol oznaceny p, tak ho oznacime aj AFp

2. (opakuje sa, kym sa da) oznac vrchol s AFp, ak vsetci jeho
naslednici st oznaceni AFp

3. oznac —AFp tie, ktoré nie su oznacené AFp
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