Filip Novak

1. Upravte program na str. 316 tak, aby zistoval, ¢i sicet niektorych prvkov je ostro medzi
M1 a M2, M1 < M2. Pomocou safety a progress vlastnosti dokazte, Ze funguje, t.j. robi ¢o
chceme.

Ak nase M1 a M2 su kladne celé cisla tak musime uvazovat také cisla M1 a M2 ktorych
rozdiel spliia tito podmienku (M2 — M1) > 1. Pretoze ak ich rozdiel by bolo ¢&islo 1 tak pre
takéto Cisla nema zmysel pouZzivat tento program pretoZe uZ rovno to nema riesenie.
Zoberme si napriklad M1 =4 a M2 =5 tak pri takychto cislach to uz rovno nema3 rieSenie
pretoze neexistuje &islo sum typu integer, ktoré by spifialo takito podmienku 4 < sum < 5.

Program

declare sum, v : integer, seq : sequence of integer
always sum = (+i:i € seq :: Afi] ) + A[v]

initially seq, v=null, 0

assign

seq, v :=seq;v, v+1 if sum<=M1

~ pop(seq), top(seq) + 1 if sum >= M2
end

Priddme posledny prvok do A, A[N]=M2 - 1. Ddvame tam najvacsi mozny prvok ktory spitia
naSe zadanie a to je M2 - 1 pretoZze chceme byt ostro medzi M1 a M2 teda nam bude platit
M1 < M2-1 < M2. Tym vlastne zarucime Ze Uloha ma rieSenie pretoze prinajhorSom tento
samostatny prvok sam osebe spifia nasu podmienku aby stéet bol ostro medzi M1 a M2.
Samozrejme Ze hladame iné rieSenie a ked Ziadne iné rieSenie nenajdeme teda budeme mat
len toto tak to bude znamenat Ze ta Gdloha nema riesenie. Snazime sa zistit ¢i existuje taka
postupnost kde M1 < sum < M2 a neobsahuje N.

Safety vlastnost:

Chceme ukazat Ze nic¢ zIé sa nestane — postupnost (seq;v) bude vidy rastlca, to znamena Ze
nikdy pocas vypoctu sa nam nestane Ze by sme rasticu postupnost pokazili a dali nakoniec
tej postupnosti mensi index ako je jeho lavy sused a Ziadna postupnost lexikograficky mensia
ako (seq;v) nebude riesenim.

Nasa safety vlastnost je: (seq;v) je rasttca postupnost indexov z 0..N a Ziadna postupnost
lexikograficky mensia ako (seq;v) nie je rieSenim je celé invariant

Chceme vlastne ukazat Ze (seq;v) je stale rasttca postupnost a Ziadna postupnost
lexikograficky mensia ako (seq;v) nie je rieSenim. UkdZzeme to pomocou Programu a jeho
priradeni.
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e seq,V:=seq;v, v+l if sum <= M1
~ pop(seq), top(seq) + 1 if sum >= M2

Madame tu len toto jedno priradenie a to nam nas invariant nekazi, pretoze ak plati vtomto
priradeni prvd podmienka tak do postupnosti indexov priddme index ktory je vacsi ako ten
posledny v tej postupnosti a zaroven zvySime v o jedna pre nadchadzajuce priradenie kde
toto v bude zasa vacsie ako posledny index v postupnosti takZze nam to rasticu postupnost
nekazi a kedZe na zaciatku inicializujeme v na nulu tak program zacina vidy od najmensieho
indexu. Ak plati druha podmienka v tomto priradeni tak odstranime z konca postupnosti nas
najvacsi index ¢o nepokazi invariant a eSte k tomu do v priradime index vacsi nez ten ktory
sme odstranili takZze sa ndm nemdze stat Ze by sme do v dali nejaky mensi index ako ten
ktory sme odstranili. Takze od dalsieho priradenie budeme ked' tak pridavat do postupnosti
esSte vacsi index neZ ten ktory sme odstranili, toto nam rasttcu postupnost nepokazi. Tymto
priradenim ani nemoéZeme preskocit nejaky index Ze by sme ho vynechali v rieSeni pretoze
prvou podmienkou sa vidy postvame o jeden index dalej a druhou ak odstranime posledny
index tak ako dalSie v je index ktory bol o jedna vacsi ako ten odstraneni takze ani tu
nepreskakujem indexy, takZze ndm to ani nekazi invariant ktory hovori o postupnosti
lexikograficky mensej ako (seq;v), ktora nie je rieSenim.

Progress vlastnost:
Chceme ukazat Ze sa urobi nieco dobre — nakoniec raz urcite bude platit Zze M1 < sum < M2.
Nasa progress vlastnost je: true leads-to M1 < sum and sum < M2

Chceme ukazat Ze ak bude platit true tak niekedy raz bude platit aj M1 < sum < M2, kedze
true plati vidy tak urcite bude platit aj tato podmienka M1 < sum < M2. Ukazeme to
pomocou priradenia a Programu.

e seq,V:=seq;v, v+1 if sum <= M1
~ pop(seq), top(seq) + 1 if sum >= M2

Pomocou tohto priradenia a pomocou uz dokdzanej safety podmienky ktora hovori ze
postupnost (seq;v) bude vzdy rastica a ze nikdy nepresko¢ime nejaké rieSenie Ze by sme
vynechali nejaky index, tak budeme postupne prechadzat vSetkymi rasticimi postupnostami
to znamena Ze raz sa dostaneme nakoniec, mdzu nastat 2 pripady:
1) narazime na postupnost (seq;v) ktora neobsahuje index N a bude platit
M1 < sum < M2 to znamena Ze v priradeni nebude platit ani jedna podmienka
a uz sa priradenia nikdy kvoli tomu nebudd moct vykonat.
2) KedZe sme do pola A pridali nakoniec prvok A[N]=M2 - 1, tak ak prvy pripad
nendjde nejaku postupnost, ktora by vyhovovala podmienke M1 < sum < M2
tak sa urcite dostaneme na nakoniec a do stavu kde bude nejaka postupnost
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(seq;v) kde v =N a bude splnena podmienka M1 < sum < M2, pretoZe uz len
samotne v = N splfia tito podmienku pretoze M1 < M2-1 < M2.
Ukazali sme Ze raz bude platit nasa podmienka M1 < sum a zaroven sum < M2.

Ukdzali sme Ze pomocou safety, progress podmienky a nekoneéného vypoctu vidy sa raz
dostaneme do FP, to znamena Ze sa dostaneme do stavu kde kazdym vykonanim nasho
jedného priradenia sa uz nezmeni postupnost pretoze podmienky v priradeni nebudu
pravdivé a teda nebude sa moct to priradenie uZ vykonat. Tym padom sme nasli taku
postupnost (seq;v) ktord spifia podmienku M1 < sum < M2. Ak v # N pre FP tak pravé vtedy
sme nasli postupnost (seq;v) ktora je nasim riesenim.

2. Program na str. 322 upravte tak, aby ste nepouzivali always sekciu. Dokazete, Ze vysledok
je skuto¢ne minimum.

Program

initially (0i:1<i<N:gliij=0)
assign
(Di,j: 1<i<j<N:glijl=(mink:i<k<j:glik] +glk+1,j] + r[i-1] x r[k] x r[j] ) )

end

Dokazeme, ze vysledok je skuto¢ne minimum. Vidime Ze v g mame pri rovnakych obidvoch
indexoch danu hodnotu 0 a pri ostatnych indexoch takych ze i # j pre g[i,j] mdme nejaku zlu
hodnotu pretoze pri initially im Ziadnu Specificki hodnotu neddvame. Na zaciatku pri
jednotlivych priradeniach budeme pridavat do g minima ktoré nebudu pravdivé pretoze
mame vo vela prvkoch g zIé hodnoty ktoré nezodpovedajd tym spravnym hodnotam ale
kedZe mame nekonecény vypocet tak postupnymi priradeniami typu ako napr. pre g[2,3]
lahko dostaneme jeho minimum pretoze jediné k méZeme zobrat k = 2 a teda pri

g[2,2] mame O, pri g[3,3] dostaneme 0 a potom nam staci len vypocitat r[2-1] x r[2] x r[3] ¢o
vObec nezdvisi na hodnotdach ktoré by boli nepravdivé pretoze tieto hodnoty su dané
dimenziou matic a tie sa nemenia to znamena Ze hodnoty, ktoré by nam to mohli pokazit su
tie z g ale kedZe tie su nulové tak ndm to nekazia a takym to sp6sobom ziskame minimum
pre hodnoty g ktorych rozdiel ich indexov alebo inak povedane vzdialenost medzi nimi sa
rovnd 1 a potom ndsledne lahko ziskame aj hodnoty pre g ktoré maju rozdiel indexov rovny 2
a tak dalej. Takymto postupnym vypoctom po jednotlivych indexoch dostaneme vsade
spravne minimum hodnoty pretoze mame nekonecny vypocet a kazdé priradenie sa vykona
nekonecne vela krat.

3. Program na str. 330. Pomocou safety a progress vlastnosti dokazte, ze funguje, t.j. robi ¢o
chceme.

Safety vlastnost:

Chceme ukazat Ze nic¢ zlé sa nestane — ak sa dostaneme do dest to znamena Ze u = dest tak
sa nemoOze stat Ze by sme tento vrchol dest opustili, Ze by sme sa vybrali na iny vrchol.
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Nasa safety vlastnost je: u = dest is stable

Chceme ukazat Ze ak raz sa stane u = dest tak uZ nikdy tento vrchol neopustime, stale potom
bude platit Ze u = dest. KedZe mame nekonecny vypocet tak vlastne jednotlivymi
priradeniami v Programe sa ndm stane Ze u = dest a teraz to ideme preskimat po
jednotlivych priradeniach, Ze ¢i dokdzu zmenit nas vrchol u z dest na nejaky iny.

o u,p[vl:=vyu ifv#zNAuU=#dest {rozsirenie cesty}

Toto priradenie nam neskodi pretoZze nds nemdze dostat z vrcholu dest na nejaky iny vrchol.
Pretoze ak uz raz plati Ze u = dest tak toto priradenie sa nevykona pretoze podmienka bude
false, lebo mame u = dest a to porusuje danu podmienku.

e u,p[u] :=plul,N ifv=NAuUz0AuU=dest {backtrack}

Toto priradenie ndm tiez nepokazi nas stav, ze by sme sa z dest dostali do nejakého iného
vrcholu, pretozZe ak uz raz plati u = dest tak podmienka v tomto priradeni nikdy nebude true
tak tym padom nam toto priradenie neskodi.

Progress vlastnost:

Chceme ukazat Ze sa urobi niec¢o dobre — ak sa nachddzame vo vrchole u = 0 tak raz sa urdite
dostaneme do u = dest, ¢ize ndm to hovori Ze ndjdeme cestu z 0 do dest.

Nasa progress vlastnost je: u = 0 leads-to u = dest

Chceme ukazat Ze ak sa nachadzame vo vrchole u = 0 a kedZe to je vidy zaciato¢ny vrchol tak
to plati, tak sa raz dostaneme do u = dest, najdeme taku cestu. Ukazeme to hlavne pomocou
always sekcie a aj pomocou vrcholu N ku ktorému sme pri initially dali hranu ku kazdému
vrcholu v grafe v Programe. M6Zu nastat dva pripady a ten prvy je Ze zaciato¢ny vrchol u je aj
tym vrcholom dest, tak to ndm rovno plati, my sa teraz ideme venovat druhému pripadu a to
je ked"mdame viac vrcholov a vrchol dest nie je vrchol u = 0.

e always
v=(minj:0<j<NAE[ujlAp[l<0:j)

Tato always sekcia je pre nas dolezita lebo vlastne hovori Ze prejdeme cez cely strom, Ze
nevynechame Ziadny vrchol cez ktory by mohla viest cesta. Vrchol v k vrcholu u vyberame Ze
je najmensim indexom a susedom s vrcholom u s ktorym je spojeny hranou a zaroven ten
vrchol v eSte nebol navstiveny to znamena Ze sa dostaneme do vetvy vrcholu v a ak tam nic
nie je Zze sme nenasli dest tak sa potom vratime naspat a znova sa vybera vrchol v lenZe ten
predchadzajuci v z ktorého sme sa vratili uz v moznosti nebude pretoze sme si ho oznacili
pomocou priradenia {backtrack} Ze tam nic nie je, teda uz bol navstiveny tak vyberame dalsie
minimum lenzZe toto minimum uzZ bude vacsi index ako ten predchadzajuci z ktorého sme sa
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vratili. Tym padom ako keby prechadzame vsetkych susedov vrcholu u s ktorymi sme spojeny
hranou a ktorych sme este nenavstivili a mohli by byt potencidlne v nasej ceste pretoze taky
ktory su uZ v nasej ceste a taky v ktorych cesta byt uréite neméze nas nezaujimaju, teda
prechadzame od najmensich indexov vrcholov v aZ po najvicsie ktoré spiiaju tie podmienky
v always sekcii, to znamena zZe Ziadny vrchol nepreskocime. Ak sa dostaneme do situdcie Ze
Ziadny taky vrchol v uz neexistuje Ze nemdme Zziadny vrchol v ako suseda ktory by nebol
navstiveny tak vidy tam zostane vrchol N ktory je nas zachranny vrchol v situacii ked' uz
nemame kam ist a pomocou tohto vrcholu sa zo zlej vetvy kde nie je dest dostaneme do
vrcholu nasho predchodcu a ndsledne pomocou priradenia {backtrack} si ozna¢ime Ze do
tejto vetvy uz nikdy nechodme. Vrchol N je dblezity pretoze pomocou neho sa dostaneme zo
zlych vetiev v ktorych by sme sa inak zasekli. Takymto sp6sobovom prejdeme cez vietky
mozne cesty grafu a ndjdeme nakoniec cestu k vrcholu dest a dostaneme teda u = dest. Ak sa
po ceste zasekneme tak ndm vidy pomoze vrchol N pretoze k tomuto vrcholu vedu hrany zo
vSetkych ostatnych vrcholov v grafe.

Ukazali sme Ze pomocou safety a hlavne progress podmienky a nekonecného vypoctu vidy
sa raz dostaneme do FP, to znamena Ze sa dostaneme do stavu kde kazdym vykonanim
priradeni sa nam ni¢ nezmeni pretoze podmienky v priradeniach budd stale false a teda
nebudu sa moct tie priradenia vykonat. Tym padom sme sa dostali do u = dest a nasli cestu z
vrcholu 0, ¢o bolo aj to ¢o sme chceli.



