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Dokaz spravnosti programu P3

Program P3 vyzera nasledovne:

Program P3

initially r=0

assign r := max{ f(r), g(r), h(r) }

end{P3}

V nasledujticej tlohe dokézeme, ze program P3 naozaj korektne najde najblizsi vyhovujici
Cas pre tri osoby, kedy sa moézu stretnut’.

1.

Najprv dokazeme, Ze neurobi ni¢ zlého, teda nepreskoci ziaden vol'ny spolo¢ny
termin. To méZeme dokazat’ sporom. Predpokladajme, Ze termin z je najbliz§i mozny
termin, kedy sa vsetci traja mozu stretnut’. A predpokladajme, Ze sa po nejakom kroku
priradenia do r v programe stane, ze r > z. To by sa stalo v pripade, Ze v tomto kroku
programu, kedy dostaneme r > z, musela jedna z funkcii f, g alebo h vratit hodnotu,
ktora je vacsia ako z. AvSak to je v spore s tvrdenim, Ze z je najbliz$i vol'ny termin.

A to Ze z mé byt’ v skuto¢nosti najblizsi vol'ny termin spolo¢ného stretnutia znamena,
ze vSetci traja maju vtedy Cas, preto sa nemohlo stat’, Ze jedna z funkcii f, g alebo h by
vratila ze v > z. Z definicie tychto funkcii vieme, Ze kazda z nich pre 'ubovol'né r
vrati ako nasledujtcu hodnotu f(r), g(r), h(r), ktora je vécsia alebo rovna hodnote r
a predstavuje najbliz§i mozny termin, kedy ma dané osoba Cas na stretnutie po
termine r. Teda nemohlo by sa stat, Ze vratila termin po z, pretoZe najprv by musela
kazda funkcia vratit’ hodnotu z. A tu sme sa dostali k sporu a teda sme dokazali, Ze
program P3 urcite nepreskoci Ziaden vol'ny spolo¢ny termin.

Nésledne dokdzeme, ze program P3 ,,urobi nakoniec nieo dobre*, teda najde
spolo¢ny termin. Z predchadzajiiceho dokazu vieme, Ze nikdy nemdze platit’, ze r >
z, ¢ize urcite P3 nepreskoci spolo¢ny volny termin stretnutia. Takze pre r bude vzdy
platit: r < z. Ak r = z, tak sa ndm podarilo n4jst’ najblizsi spolo¢ny termin a nase
tvrdenie plati. Ak vSak r < z, tak vieme Ze aspon jedna z funkcii f, g alebo h

v nasledujucom priradeni assign r := max{ f(r), g(r), h(r) }, vrati hodnotu, ktora je
vacsia ako r. Teda napriklad f(r) > r. Z toho vyplyva, ze sa aj hodnota premennej r

v tomto kroku bude musiet’ zvacsit'. Z toho mdézeme usudit’, Ze v 'ubovol'nom kroku
vykondvania programu P3 sa hodnota r zvacsi oproti predchadzajiicemu kroku
vypoctu az dokym nebude platit, ze r = z. Teda musi sa stat’, Ze po nejakom pocte
krokov program najde spolo¢ny termin.



Z dokazov 1. a 2. plynie, Ze termin najdeny programom P3 bude prvy mozny termin.

Dokaz spravnosti programu sortl

Program sort] vyzerd nasledovne:

Program sortl

assign (0 j:0 < j < N :: A[j], A[j + 1] = A[j + 1], A[j] if A[j] > A[j + 1])

end{sortl}

Dokazeme, ze program sortl funguje a korektne utriedi pole A.

1.

Najprv dokazeme, Ze program v ziadnom kroku nezhors$i stav utriedenia oproti
predchadzajiicemu kroku, teda, Ze sa pocet nespravne utriedenych dvojic v poli (i <
j AA[i] > A[j]) nikdy nezvacsi.

Vieme, ze v kazdom kroku mozu nastat’ dve mozné pripady — bud’ sa nevymenia
hodnoty na poli¢kach A[j], A[j + 1] alebo sa vymenia. Ak sa hodnoty v jednotlivych
polickach polia nevymenili, pretoZe uz bola tato dvojica dobre utriedend, tak urcite
nestipol pocet nespravne utriedenych dvojic, ked’Ze nenastala ziadna zmena v poli.
Cize poet ostane rovnaky ako v predchadzajiicom kroku.

Ak nastala druha moznost’ a hodnoty na polickach A[j], A[j + 1] sa vymenili, ked’Ze
tato dvojica bola nespravne utriedend, tak sa urcite nezvacsil pocet nespravne
utriedenych dvojic v poli. To vyplyva z toho, Ze sme vymenili hodnoty v tychto dvoch
susednych polickach, takze tato susedské dvojica je od tohto momentu spravne
utriedena. CiZe tato jedna nespravne utriedena dvojica z pol'a zmizla. TaktieZ urcite
nepribudne Ziadna nova nespravne utriedena dvojica medzi A[j] a A[i] (pre i # j,i #
j + 1), ked’Ze vymenou hodnoét na poli¢kach A[j], A[j + 1] sa nezmenilo poradie
medzi A[j] a A[i], ¢ize nijako sa vztah medzi nimi nezmenil napriek tomu, ze
hodnota v A[j] sa predtym nachadzala v A[j + 1]. Tym padom nemohli pribudnuat’
Ziadne nove nezrovnalosti medzi A[j] a Ziadnym inym poli¢kom. Analogicky si vieme
to isté odvodit’ pre policko A[j + 1]. Z toho vyplyva, Ze celkovy poCet nespravne
utriedenych dvojic sa po vymene susednych poli¢ok A[j], A[j + 1] musel zmensit

o0 jedna.

Z tohto vieme usudit, ze v Ziadnom pripade sa pocas behu programu nemoze udiat’ to,
ze by program utriedenie pol'a zhorsil oproti predchadzajicemu kroku. Kazdy krok
bud’ zanechd pole bez zmeny alebo zmensi pocet nespravne utriedenych dvojic.

Nasledne dokézeme, Ze program ,,urobi nakoniec nie¢o dobré®, teda, Ze urcite po
nejakom pocte krokov programu sortl bude pole A spravne utriedené (pocet
nespravne utriedenych dvojic sa bude rovnat’ 0). Toto tvrdenie nam priamo vyplyva

z dokazu ¢islo 1, ktorym sme ukdzali, ze poCet nespravne zoradenych dvojic v poli sa
nemdze zviacSovat. Bud’ po vykonani jedného kroku programu sortl bude pocet
nezrovnalosti rovnaky alebo o nieCo mensi. A nakol'’ko predpokladame, Ze sa prikaz
priradenia assign (0 j: 0 < j < N :: A[j], A[j + 1] :== A[j + 1], Alj] if A[j] > A[j +
1]) bude vykonavat’ nekonecne vela krat, musi nastat’ moment, kedy sa pocet



nezrovnalosti zniZi az na nula. Cize urcite program po nezndmom pocte krokov
korektne utriedi prvky pol'a A.

Pomocou dokazov 1. a 2. sa ndm podarilo dokazat’, Zze program sortl funguje spravne
a utriedi pole A.



