2. domaca uloha z predmetu
2-AIN-109 Programovanie paralelnych a

distribuovanych systémov
LS 2023/24

Tomas Bistak

5. marca 2024

1. uloha

Dokazte (ako viete ;-), Ze program Binomial:

Program Binomial
assign (On:0<n< N :

c[n,0] ;== 10c[n,n] :=1
O@Ok:0<k<n:cnk|l:=cn—1k—1]+4c[n—1k]))
end

funguje, t.j.:
a) Neurobi ni¢ zlého (specifikujte ¢o méte na mysli)
b) Urobi nakoniec nieco dobre (Specifikujte ¢o méate na mysli)

c¢) Dosiahne FP a vtedy je to “hotovo” (napiste ¢o).

Predstavte si, Ze na zaciatku inicializujeme vsetky hodnoty na 0 v druhom
pripade na 1. Dal by sa dokaz, Ze program Binomial funguje, zjednodusit?

Riesenie

Ulohou programu Binomial je vyplnit tabulku c tak, aby v nej napo-
kon v pevnom bode na kazdej pozicii (n,k), kde ne€{0,1,...,N — 1} a
k€{0,1,...,n}, bolo prislusné kombina¢né ¢islo C'(n, k) = (Z) Na tvod si
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preto zadefinujeme metriku 1, ktorou budeme merat, do akej miery je tabulka
¢ spravne vyplnena. Tato metrika bude konkrétne kazdy stav vykonavania
programu Binomial ohodnocovat usporiadanou dvojicou (n*, k*) zodpoveda-
jucou prvej pozicii v ¢, na ktorej je nespravna hodnota, t.j. ind ako C'(n, k),
resp. prvej pozicii, ktord sa v ¢ uz nenachadza, pri uplne spravnej tabulke
c. Pozicie budeme pritom vzostupne zoradovat a porovnavat podla Stan-
dardnych relacii < a = nad usporiadanymi dvojicami'| ktoré st pre vietky
(no, ko), (n1, k1) € N x N urcené vztahmi:

(n(), k?g) < (nl, ]{71) = (no <niV (n() =ny N k?g < ]{31)),
(TL(), ko) = (Tll, kl) = (no = N1 A ko = kl)

Mnozinu vSetkych pozicii (indexov) v ¢ budeme tiez pre zjednodusenie zapisu
oznacovat I.

Pre kazdé vykonavanie R programu Binomial a kazdy stav R;.state v
iom si teda formalne mieru p(R;.state) definujeme ako:

p(R;.state) = (n*, k"),
kde

n* =max{ne€{0,1,...,N} |V(n',K)e I:n' <n=cn K] =Cn K},
k* =ak n* = N, tak 0, inak
max{k€{0,1,...,n*} |V(n*, k) e I: kK < k= c[n*, k] =C(n" k)}.

Vyraz p(R;.state) budeme nahradzat iba p, ak je stav zrejmy z kontextu.

Mézeme si vsimnit, Ze oborom hodndt H(u) metriky p je mnozina I U
{(N,0)} usporiadand v < od (0,0) po (N,0). Spravnost programu Binomial
tak ukédZeme overenim, ze (a) u v priebehu jeho vykonavania neklesd, (b) ak
v nejakom stave je hodnota p rézna od (IV,0), tak sa raz urcite zvysi a (c)
kazdé vykonavanie Binomial dosiahne stav s o rovnou (N, 0), ¢o je hladanym
pevnym bodom, v ktorom je ¢ spravne vyplnena.

a) Dokaz. Dokazujeme tvrdenie, ze pre vsetky (n*, k*)€ H(u) a vsetky
kroky R; Iubovolného vykondvania R programu Binomial plati, Ze ak
p(R;.state) = (n*, k*), tak po vykonani prikazu R;.label bude v nasle-
dujtcom stave p(R;q.state) > (n*, k*).

Vezmime si [ubovolnd dvojicu (n*, k*) € H(u), nejaké vykonavanie R
programu Binomial a krok R; z R taky, ze u(R;.state) = (n*, k*). Po-
tom v zavislosti od prikazu R;.label mozu nastat dovedna tri pripady:

LA takisto pomocou >, ¢o ale budeme chapat jednoducho ako inverzni relaciu k <.



1. Prikaz R;.label priraduje hodnotu do c[n, k] pre nejaké (n, k) <
(n*, k*). Kedze (n*, k*) je prvou zle vyplnenou poziciou v c, vieme,
ze c[n, k] v R;.state uz musi obsahovat spravne ¢islo, ¢ize C'(n, k)ﬂ
Ak je teda k = 0 alebo k = n, t.j. R;.label ma tvar c[n,0] :=
1 alebo c[n,n| := 1, tak po vykonani Rj;.label bude platit, ze
c[n, k|Uristate) — 1 — O(n, k) = c[n, k](Fastate) a4 ostatné po-
licka v ¢ ostand (tiez) nezmenené. Zo skutocnosti, ze (n,k) <
(n*, k*), v8ak zaroven plynie, Ze aj pre vSetky (n/, k') < (n,k)
plati: c[n’, k'] = C(n/, k"). Odtial dostavame, ze pokial R;.label je
c[n, k] := ¢c[n—1,k—1] + c[n—1, k], jedinym zdsahom do ¢ bude,
ze do c[n, k] sa zapise c[n — 1,k — 1]+ c[n — 1,k =C(n— 1,k —
1)+ C(n—1,k) = C(n, k) = c[n, k](Fi=tate) Bez ohladu na tvar
R;label (iné ako skimané tvary prikazov v Binomial nemdame),
sa tym padom c nezmeni, ¢o znamend, ze (R, .state) = (n*, k*).

2. Prikaz R, label je priradenim, v ktorom na lavej strane je c[n*, k*].
Ak k* = 0, resp. k* = n*, tak Rj;.label je c[n*,0] := 1 alebo
c[n*,n*] := 1 a v dalsom stave mame c[n*, k*]F+istate) — 1
¢ize na indexe (n*, k*) bude spravna hodnota. Z definicie p pri-
tom vieme, ze (n*,k*) bola v Rj.state prvou poziciou v ¢ so
zlou hodnotou, a preto pri k* = 0 pre p(R;i;.state) ziskame, ze
(R .state) > (n*,1) > (n*,0) = (n*,k*), a pri k* = n* zase,
ze u(Rjiq.state) > (n* +1,0) > (n*,n*) = (n*, k*). Teraz uva-
zujme, ze 0 < k* < n*, ¢o znad, ze R;.label ma tvar c[n*, k*|
:= ¢c[n* — 1,k* — 1] + c[n* — 1,k*]. Z poznatku, ze (n* k*) =
p(R;.state), t.j. ze pre vsetky (n, k) < (n*,k*) je c[n, k] = C(n, k),
mozeme aj tentokrat vyvodit, ze na c[n*, k*] sa dostane pozado-
vand hodnota: c[n*, k*](Farrstate) — c[n* —1 k*—1]+c[n* —1,k*] =
C(n* — 1,k* — 1) + C(n* — 1,k*) = C(n* k*) # c[n*, k*](Fsstate),
Miera p sa preto znova urcite zvysi: u(R;iq.state) > (n*, k*+1) >
(n*, k*). V kazdom pripade tak plati, ze (R, .state) > (n*, k*).

Y

3. Prikaz R;.label zapisuje hodnotu do c[n,k] pre nejaké (n,k) >
(n*, k*). Odhliadnuc od presného tvaru, R;.label méze modifikovat
tabulku c len za (n*,k*), ¢o znadi, Ze prvy nespravny prvok v
c[n*, k*] a ani ziadne predoslé vysledok tejto operédcie neovplyvni.
Miera g preto ostane rovnaka: p( R, .state) = (n*, k*).

Vo vsetkych pripadoch sa nam podarilo ukazat, ze p(R;i;.state) >

2Pre jednoznaénost budeme dalej v hornom indexe pri ndzvoch premennych, resp. prv-
kov pola uvadzat oznacenie stavu, v ktorom hodnoty danych premennych uvazujeme. Napr.
c[n, k] v R;.state ako c[n, k](Fa-state),



(n*, k*), na zdklade ¢oho mdzeme tvrdif, ze p nikdy pri vykondvani
programu Binomial neklesne. O]

7 formalneho hladiska sme v skutoc¢nosti dokazali, ze program Binomial
ma vlastnost: p = (n*, k*) unless u > (n*, k*), pre vSetky (n*, k*) € H(u).

b) Dékaz. V tejto Casti je nasim cielom ukézaft, Ze nech je p v danom stave
akakolvek, raz bude urcite vyssia alebo bude rovnd maximu (N, 0).
Inymi slovami, musime overif, Zze p nikdy neklesne a ze pre kazdé pu
okrem (N, 0) existuje jednozna¢ny prikaz, ktory p zvysi, ¢o nam spolu
zabezpeci, ze k tomuto zvyseniu naozaj dojde. V kazdom vykondvani
sa totiz kazdy prikaz vyberie nekonecne vela raz, ¢ize pri vykonavani
programu Binomial tak bude hodnota pu, pokial nie je rovnd (N,0),
vzdy s odstupom konecného poctu krokov narastat.

Neklesajtcost p sme si dokazali v Casti a), preto nam zostava uz len
najst prislusné prikazy zvysujice p. Lenze aj tie vieme polahky néjst
za pomoci uvah v Casti a).

Nech (n*, k*) je lubovolna dvojica z I (= H(u) \ {(IV,0)}) a s nech je
lubovolny stav v akomkolvek vykonavani programu Binomial taky, ze
w(s) = (n*,k*). Z bodu 2. v ¢asti a) potom dostavame, ze hladanym
prikazom je prikaz priradujici hodnotu do c[n*, k*], lebo po jeho vyko-
nani bude pre vsetky (n, k) < (n*, k*) platit, ze c[n, k] = C(n, k), ¢ize
> (n* k). O

Vlastnost programu Binomial, ktort sme v tejto casti ukéazali, mo-
7eme s prihliadnutim na isté technické detailyP| sformulovat ako: yu =
(n*, k*) ensures (u > (n*,k*) V. u = (N,0)), pre vSetky (n*, k*) € H(u).

¢) Najprv ukdzeme, 7e kazdé vykonavanie Binomial vedie do stavu, v
ktorom je p rovna (N, 0).

Dékaz. 7 Casti a) a b) riesenia tohto prikladu vieme, Ze bez ohladu na
to, v ktorom stave vykonavanie zac¢ne, hodnota p bude postupne po
konecnych poc¢toch krokov narastat, no len pokym nie je rovna (N, 0).
Mnozina moznych hodnot metriky p je vSak konecnd a jej najvacsim
prvkom je préave (N, 0). Po koneénom pocte krokov od zaciatku vyko-
navania programu preto za kazdym urc¢ite dospejeme do stavu, kedy p
je rovnd (N, 0), ¢o sme cheeli dokazat. O

3Ak aplikujeme trividlne pravdivi implikdciu: g > (n*,k*) = (u > (0", k*) V u =
(N,0)).



Vo vyssie uvedenych tvahdch sme formalne vyuzili indukény princip
pre vlastnost leads-to, ktorym sme za pomoci p = (n*, k*) — (p >
(n*,k*) V u = (N,0)), ¢o plynie z tvrdenia u = (n*, k*)ensures (u >
(n*, k*)V u = (N,0)) dokdzaného v Casti b), odvodili, Ze pre Binomial
plati: true — u = (N,0). Z konecénosti mnoziny H(u) a linearnosti
usporiadania < sme pritom implicitne usudili, ze H(u) je dobre zalo-
Zena mnozina.

Po ukéazani, ze kazdé vykondvanie Binomial vedie do stavu s p rovnou
(N,0) nam tak zostéva uz iba overit, ze (1) tabulka ¢ v iom je spravne
vyplnend a ze (2) takyto stav je pevnym bodom.

Dokaz. Zoberme si Tubovolny stav R;.state akéhokolvek vykondvania
R programu Binomial taky, ze p(R;.state) = (IV,0).

1. Podla definicie u situdcia, ze p = (N, 0), nastéva vtedy a len vtedy,
ked pre vsetky (n,k) € I plati: c[n,k] = C(n,k). V R;.state je
preto ¢ spravne vyplnena.

2. Pri pohlade na program Binomial vidime, ze ziadny prikaz za
tychto podmienok tabulku c (jedini premennt) zmenit nemdze,
lebo bud by priradil do nejakého c¢[n,0] ¢ c[n,n] hodnotu 1 =
C(n,0) = C(n,n) = c[n,0)Fstate) = ¢[p p]Fistate) " alebo do
c[n, k], kde 0 < k < n, hodnotu c[n — 1,k — 1] + c[n — 1,k] =
Cin—1,k—1)+C(n—1,k) = C(n, k) = c[n, k]Fsstat) Naopak,
ak neexistuje prikaz, ktory by c modifikoval, tak ¢ musi byt na
zéklade prave uvedeného spravne vyplnena. O

Kazdé vykonavanie programu Binomial teda urcite dosiahne pevny
bod, v ktorom je na kazdej pozicii (n, k) v ¢ hodnota C(n, k), z ¢oho
plynie pozadovand spravnost programu Binomial.

Na zaver sa zamyslime, ¢i by inicializacia prvkov tabulky c na 0, resp.
1 mohla zjednodusit dokaz spravnosti Binomial. V prvom pripade by nam
nanajvys pribudol predpoklad, Ze na zaciatku mame vsade zlé hodnoty. V
druhom by sme zase mohli uvazovat, ze krajné hodnoty c su od zaciatku
spravne. Kedze ale priradenia nevykonavame v nijakom konkrétnom poradi,
situaciu pri dokazovani spravnosti Binomial by nam ziadna z tychto iniciali-
zacii neulahcila. Stale by sme totiz museli sledovat, aka suvisla cast tabulky
c od hora po riadkoch (alebo z Iavého kraja po stipcoch) je uz spravne vypl-
nené [

4Predpokladame vizualizaciu tabulky c s prvkami zoradenymi do riadkov zhora nadol
podla rasticej prvej zlozky ich pozicie a usporiadanymi v jednotlivych riadkoch do stlpcov
zlava doprava podla rasticej druhej zlozky ich pozicie.



2. uloha

Dokazte (ako viete;-), ze nasledovné tvrdenia su pravdivé/nepravdivé

{x>3}x :=x + 5{x>4}
{x>3}x :=x+5{x>2}
{x>3}x :=x+5{y>2}
{x>3}x :=x+5{x>6}

{true} x := 2 - x {x je parne}

f) {false} x := 2 - x {x je parne}
g) {k je celé kladné ¢islo} x := k - x {x je zloZené ¢islo}
Riesenie

V pripade, zZe je tvrdenie pravdivé, uvedieme dokaz. Pri nepravdivych tvr-
deniach zase poskytneme kontrapriklad. Pri posudzovani pravdivosti budeme
vychédzat zo vseobecnej interpretacie tvrdenia tvaru {p} s {¢}, kde p, g st
predikaty a s je prikaz, ktoré hovori, Ze pre vsetky kroky R; v Iubovolnom
vykondvani IR programu obsahujiceho prikaz s také, Zze R;.label = s, plati:
p[R;.state] = q[R;1.state]. Tato implikdciu budeme dalej zjednodusovat na
p = ¢, kde ¢’ je obmena q, v ktorej je kazdy vyskyt kazdej premennej z lavej
strany v s nahradeny prislusnym priradenim v s.

a)

Tvrdenie plati.

Dokaz. Nech F je Iubovolny program s prikazom x := x + 5, nech R
je lubovolné vykondvanie F a R; nech je Iubovolny krok v R taky, Ze
Rjlabel = x := x + 5. Nasim cielom je ukazat, Ze x > 3 = x+5 > 4.

Platnost tejto implikacie vyplyva z nasledovnej postupnosti tiprav:

x>3=x+5>8% x4+5>4, O
Tvrdenie plati.
Dokaz. Nech F je Iubovolny program s prikazom x := x + 5, nech R

je lubovoIné vykondvanie F a R, nech je Iubovolny krok v R taky, Ze
Rjlabel = x := x + 5. Nasim cielom je ukazat, Ze x > 3 = x+5 > 2.

Platnost tejto implikacie vyplyva z nasledovnej postupnosti tiprav:

x>3:>x+5>88>:>2x+5>2. ]



c)

Tvrdenie neplati.

Kontrapriklad. Nech F je program:

Program F
initially y = 0
assign x = X + 5
end

Nech dalej R je Iubovolné vykondvanie F a I?; nech je Iubovolny krok
v R taky, ze v Rj.state plati, ze x > 3, a R;.label = x := x + 5 (Co
ale plati vzdy, lebo v assign je len tento prikaz).

Pre y zjavne plati: y = 0 (je totiz konstantou). Mame teda situdciu,
ze plati, ze x > 3, a sucasne je pravdou, ze —=(y > 2). Pozadovand
implikacia, x > 3 = y > 2, tym padom nemoze byt platna.

Tvrdenie plati.

Doékaz. Nech F je Iubovolny program s prikazom x := x + 5, nech R
je lubovoIné vykonavanie F a R; nech je Iubovolny krok v R taky, Ze
Rjlabel = x := x + 5. Nasim cielom je ukdzat, Ze x > 3 = x+5 > 6.

Platnost tejto implikacie vyplyva z nasledovnej postupnosti tiprav:

x>3=x+5>8%x+5>6. n

Ak x je typu int, tak tvrdenie plati.

Dokaz. Nech F je Tubovolny program s prikazom x := 2 - x, nech R
je Iubovolné vykonavanie F a R; nech je Iubovolny krok v R taky,
ze Rjlabel = x := x + 5. Nasim cielom je ukédzat, Ze true = 2 -
x je parne, teda len Ze 2 - x je parne (true totiz plati vzdy).

Parnost 2 - x mozeme na zaklade definicie tohto pojmu dokazat overe-
nim, ze 2 - x je delitelné dvomi. Na to nam podla definicie delitelnosti
staci najst také ¢islo z € Z, 7ze 2 -x = 2 - z. V nasom pripade plati, ze
x je celé ¢islo, hladanym z je preto rovno x. O

Ak x nie je typu int, tak tvrdenie neplati.

Kontrapriklad. Nech F je program:

Program F
initially x = 1.2
assign x = 2 - X

end



Nech dalej R je lubovolné vykonavanie F a Ry nech je prvy krok v R.
KedZe v assign sekcii F je jediny prikaz, Ry.label =x := 2 - x.

Pre 2 - x zjavne plati: 2-x = 2-1.2 = 24 (lebo Ry je prvy krok
a x je inicializované na 1.2). Mame teda situdciu, ze plati true (co
plati vzdy), a stcasne je pravdou, ze 2 1 2 - x. Pozadované implikécia,
true = 2 - x je parne, tym padom nemoéze byt platna.

Tvrdenie plati.

Dokaz. Nech F je Iubovolny program s prikazom x := 2 - x, nech R
je Tubovolné vykondvanie F a R; nech je ITubovolny krok v R taky,
ze Rjlabel = x := x + 5. Nasim cielom je ukédzat, Ze false = 2 -
X je parne.

Platnost tejto implikacie vyplyva z nasledovnej postupnosti aprav:

(false = 2-x je parne ) = (true V 2 - x je parne ) = true. [

Tvrdenie neplati.
Kontrapriklad. Nech F je program:
Program F
initially x =0 || k =3
assign x = k - x
end

Nech dalej R je Iubovolné vykonavanie F a Ry nech je prvy krok v
R. Kedze v assign sekcii F je jediny prikaz, Ry.label = x := k - x.
Zaroven vieme, ze v Ry.state je k celé kladné ¢islo (presnejsie 3).

Pre k - x zjavne plati: k - x = 0 (lebo Ry je prvy krok a x je iniciali-
zované na 0). Mame teda situdciu, ze plati, ze k je celé kladné &islo,
a stcasne je pravdou, ze k - x = 0, ¢o podla definicie zloZzeného cisla
nie je zlozenym ¢islom. Pozadovana implikacia, k je celé kladné ¢islo =
k - x je zlozené ¢islo, tym padom nemoze byt platna.



3. uloha

Sformulujte nejaké vlastnosti unless, stable, ensures, leads-to pre program
Binomial.

Riesenie
Okrem vlastnosti spomenutych v rieSeni prvého prikladu moézeme pre
program Binomial sformulovaf aj nasledovné vlastnosti.

unless. Priamym prepisanim vSetkych réznych prikazov v Binomial do-
stavame:

trueunlessc[n, 0] = 1,

true unless c[n,n] = 1,

trueunlessc[n, k| = c[n — 1,k — 1] 4+ c[n — 1, k|,

samozrejme, implicitne kvantifikované cez vsetky vhodné n a kﬂ

stable. Kedze v pevnom bode plati, ze = (N, 0), ur¢ite plati aj vlastnost:
= (N,0)is stable.

Takisto si moézeme vsimnit, Ze hodnoty na krajoch tabulky (c[n, 0] a c[n, n])
sa po dosiahnuti spravnej (¢ize 1) uz nemenia, z ¢oho moézeme vyvodit:
c[n,0] = 1is stable,
c[n,n| = 1is stable,
c[n, 0] je neparneis stable
c[n,n| je neparneis stable.
V Casti a) rieSenia prvého prikladu sme si tiez v podstate dokazali, ze ak je

spravne vyplnena suvisla oblast tabulky ¢ od pozicie (0, 0) po nejaké (n*, k*),
tak tieto hodnoty v nej zostani v danom vykonavani uz stale, ¢ize

(VnVk : (n, k)€ I A (n,k) < (n*, k) :: c[n, k] = C(n, k))is stable.

Rovnaké by sme ale mohli tvrdit aj pri prechddzani ¢ od (0,0) po nejaké
(n*, k*) po stlpcoch zlava doprava a zhora nadol:

(VnVk : (n,k)e I N (k,n) < (k*,n") :: c[n, k] = C(n, k))is stable.
®Vlastnosti typu trueunlessq ndm sice vo vSeobecnosti ziadnu dalsiu informéaciu o
danom programe nedavaju, lebo true plati stale, ¢ize ¢ mdze byt aj Tubovolnd nepravda,
no tieto konkrétne vlastnosti uvddzame pre ucely dalsich podsekcii (najmé o ensures).




ensures. Opat by sme mohli o nieco zosilnif priamo prikazy z programu,
lebo kazdy z nich sa urcite raz vykona:

true ensures c[n, 0] = 1,
trueensuresc[n,n| = 1,

trueensuresc[n, k| =c[n — 1,k — 1] + c[n — 1, k].

Specidlne by sme sa mohli zamerat aj na prvok c[2, 1], ktory ak existuje a
c[1,0] a ¢[1, 1] st uz spravne, sa raz urcite po aplikovani prikazu c[2,1] :=
c[1,0] + c[1,1] spravnym stane:

(c[1,0] =1Ac[l,1] =1)ensuresc|2,1] = 2.

leads-to. Po uplatneni pravidla, ze ensures implikuje leads-to, z vlastnosti
ensures z predoslej sekcie ziskame:

true — c[n,0] =1,
true — cln,n| =1,
true — c[n, k] =c[n — 1,k — 1] + c[n — 1, k],
(c[1,0] = LAC[1,1] = 1) — c[2,1] = 2.

Kedze vieme, ze kazdé vykonavanie dosiahne pevny bod, v ktorom je ¢ Pas-
calovym trojuholnikom, mézeme si zobrat aj lubovolnu vlastnost tohto troj-
uholnika. Napriklad, ze c[n, k] = C(n, k):

true — c[n, k] = C(n, k),
alebo ze sucet prvkov v kazdom riadku je 2", kde n je index daného riadka:

true — (+k:0<k <n:ucnk|)=2"
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